Den rene stemning
(Se også det andet papir om den rene stemning. Det er måske bedre. Det er i hvert fald anderledes.)
I den rene skala har vi som ud gangs punkt

	Trin
	frekvens

	1.
	F

	3.
	F*1.25

	5.
	F*1.5


Det følger af ret simple betragtninger omkring opdeling af strenge

Tonerne med frekvenserne F, 2*F, 4*F, 8*F ligger som oktaver. Hvis det er en streng med længden L svarer det til strengelængderne L, L/2, L/4, L/8. Hver gang vi halverer strengen vokser vi en oktav.

Over tonerne for en streng svarer til længderne L (for grundtonen), L/2 (1.overtone), L/3 (2. overtone, L/4 for 3. overtone) osv

	Tone
	Strenglængde
	Frekvens
	Interval til grundtone

	Grundtone
	L
	f
	prim

	1. overtone
	L/2
	2*f
	1 oktav

	2. overtone
	L/3
	3*f
	

	3. overtone
	L/4
	4*f
	2 oktaver

	4. overtone
	L/5
	5*f
	

	5. overtone
	L/6
	6*f
	

	6. overtone
	L/7
	7*f
	

	7. overtone
	L/8
	8*f
	3 oktaver


Den 3. overtone er kvinten, og i den udgave vi har her er det den ren kvint. Når strengen bliver halveret er det kvinten en oktav over så den 5. overtone er også en kvint.

	Tone
	Strenglængde
	Frekvens
	Interval til grundtone

	Grundtone
	L
	f
	prim

	1. overtone
	L/2
	2*f
	1 oktav

	2. overtone
	L/3
	3*f
	1 otav+kvint

	3. overtone
	L/4
	4*f
	2 oktaver

	4. overtone
	L/5
	5*f
	

	5. overtone
	L/6
	6*f
	2 oktaver+kvint

	6. overtone
	L/7
	7*f
	

	7. overtone
	L/8
	8*f
	3 oktaver


Den 4. overtone er en stor terts, og den ligger mellem to oktaver og 2 oktaver+kvint.

	Tone
	Strenglængde
	Frekvens
	Interval til grundtone

	Grundtone
	L
	f
	prim

	1. overtone
	L/2
	2*f
	1 oktav

	2. overtone
	L/3
	3*f
	1 otav+kvint

	3. overtone
	L/4
	4*f
	2 oktaver

	4. overtone
	L/5
	5*f
	2 oktaver+stor terts

	5. overtone
	L/6
	6*f
	2 oktaver+kvint

	6. overtone
	L/7
	7*f
	

	7. overtone
	L/8
	8*f
	3 oktaver


Den 6. overtone er ”næsten” en lille septim. Det er ikke den vi tager udgangspunkt i.

Den rene stemning tager udgangs punkt i forholdet mellem den rene store sekund og den rene kvint.

Vi har en ren kvint mellem 1. og 2. overtone og forholdet mellem frekvenserne er 
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Vi har en rent stemt stor sekund mellem 2. og 3. overtone og forholdet mellem disse frekvenser er 
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Opsamling: Hvis vi ganger frekvensen med 2 får vi oktaven, hvis vi ganger frekvensen med 3/2 får vi den rent stemte kvint, og hvis vi ganger med 5/4 får vi den rent stemte store sekund.
Det giver os tre toner i skalaen. 

De andre kommer fordi overkvinten og underkvinten også skal have ren terts og kvint.

Overkvinten ved vi allerede
	Cdur
	f
	g
	a
	h
	c
	d
	e
	f
	g
	a
	h
	c
	d

	
	
	
	
	
	f
	
	F*5/4
	
	F*3/2
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	F*3/2
	
	(f*3/2)*5/4
	
	(F*3/2)*3/2

	
	f/(3/2)
	
	f/(3/2)*5/4
	
	f/(3/2)*(3/2)
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Regner vi lidt på det står der
	Cdur
	f
	g
	a
	h
	c
	d
	e
	f
	g
	a
	h
	c
	d

	
	2/3*f
	
	5/6*f
	
	f
	9/8*f
	5/4*f
	
	3/2*f
	
	15/8*f
	
	9/4*f


Hvis vi gerne vil finde det f der ligger over den tone c vi startede med skal vi hæve tonen en oktav dvs fordoble frekvensen, så den bliver 2*2/3*f = 4/3*f.

Tilsvarende skal tonen a flyttes en oktav op og tonen d en oktav ned

	Cdur
	f
	g
	a
	h
	c
	d
	e
	f
	g
	a
	h
	c
	d

	
	2/3*f
	
	5/6*f
	
	f
	9/8*f
	5/4*f
	4/3*f
	3/2*f
	5/3*f
	15/8*f
	2*f
	9/4*f


Hermed er frekvensforholdene bestem i den rent stemte skala. Udgangspunktet var at kvint og stor terts svarer til overtonerne for grundtone, overkvint og underkvint.

I den rene stemning får vi en lille sekunder ved at ændre på frekvensen med en faktor 16/15. Når vi skal stemme de sorte tangenter skal vi bare beskutte om vi fx vil have et cis eller et des. 
Tonen cis ligger en lille sekund under tonen d og dermed i forhold til tonen C skal ganges med 9/8 : (16/15) = 135/128
Pytagoræiske stemning:
Her er alle kvinter rene

Vi går altså er kvint op ved at gange med 3/2.  Vi går en kvint ned ved at gange med 2/3.

Går vi først en kvint ned og så en oktav op så er vi gået en kvart op dvs vi skal gange med 2/3*2.

Tilsvarende hvis vi går en kvint op og derefter en oktav ned, så vi gået en kvart ned og det svarer til at gange frekvensen med 3/2*1/2=3/4.

	Vi går en kvint…
	… op ved at gange med
	3/2

	
	… ned ved at gange med
	2/3

	Vi går en kvart …
	… op ved at gange med
	4/3

	
	… ned ved at gange med
	3/4


Dermed følger det skema de har på
http://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean_tuning
her starter de ud fra tonen D

Alle tonerne er flyttet op, så de ligger i en oktav over D. 

	Note
	Ratio
	Cents
	et-Cents
	Interval
	

	Eb
	256:243
	90.22
	100
	minor second
	Kvint ned

	Bb
	128:81
	792.18
	800
	minor sixth
	Kvart op

	F
	32:27
	294.13
	300
	minor third
	Kvint ned

	C
	16:9 
	996.09
	1000
	minor seventh
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Kvart op

	G
	4:3
	498.04
	500
	perfect fourth
	Kvart op

	D
	1:1
	0
	0
	unison
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	A
	3:2
	701.96
	700
	perfect fifth
	Kvint op

	E
	9:8
	203.91
	200
	major second
	Kvart ned

	B
	27:16
	905.87
	900
	major sixth
	Kvint op

	F#
	81:64
	407.82
	400
	major third
	Kvart ned

	C#
	243:128
	1109.78
	1100
	major seventh
	Kvint op

	G#
	729:512
	611.73
	600
	augmented fourth
	Kvart ned

	[D#]
	[2187:2048]
	[113.69]
	[100]
	[augmented unison]
	


Den Ligesvævende skala.

I den ligesvævende stemning tager man konsekvensen og siger at oktaven skal være ren, og den deler vi op i 12 toner med samme afstand. Altså med samme frekvensfaktor .
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Denne frekvensfaktor dækker altså både en lille sekund (fx c-des) og en forstørret prim (fx c-cis).

Sammenligner vi med den rene stemning så har vi at den lille sekund svarer til

16/15 = 1.06667

Mens en forstørret prim enten kan være som c-cis (en STOR sekund op og en lille sekund ned) eller som d-dis (en stor sekund op og en lille sekund ned). Omskrevet i tal er dette
c-cis:                                               9/8 : 16/15 =  135/128 =  1.05469

d-dis:                                               10/9 : 16/15 = 25/24 = 1.04167

For at sammenligne frekvenser kan det nogen tydeligere at tage logaritmen af dem. Logaritmen gør at tal der er ganget med samme størrelse er ”vokset lige meget”. Det betyder at intervallet direkte kan sammenlignes med afstanden mellem dem.

Frekvensen i forhold til C kan i de tre stemninger beskrives som

	Tone
	Den rene stemning
	Den pytagoræiske stemning
	Den ligesvævende

	C
	1
	1
	1

	Cis
	135/128
	2187/2048
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	D
	9/8
	9/8
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	Es
	6/5
	32/27
	
[image: image6.wmf]3

12

(2)



	E
	5/4
	81/64
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	F
	4/3
	4/3
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	Fis
	45/32
	729/512
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	G
	3/2
	3/2
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	Gis
	25/16
	6561/4096
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	A
	5/3
	27/16
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	Bb
	16/9
	16/9
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	H
	15/8
	243/128
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	C
	2
	2
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Her har vi altså valgt at tangenterne skal stemmes som tonerne

Das Wohltemperierte Clavier og Bach’s ”tempererede” stemning.


J. S. Bach’s Tuning Procedures

The diagram on the cover sheet of Das Wohltemperirte Clavier, read left-to-right, indicates a tuning scheme for cammerton-pitched instruments. Bearings can be set by proceeding around the circle-of-fifths towards the flats using only fourths and fifths, so as to remain within the octave starting on Middle C[27]. Bach’s diagram indicates three types of interval: i) intervals beating once per second, ii) intervals beating twice per second and iii) pure intervals without beats. In the Eighteenth Century, such tempi could be readily determined from a pocket watch or pendulum clock; today, a metronome at 60 beats per minute will achieve the same result. The protrusion at the left of Bach’s diagram depicts the beat-rate of the interval closing the circle-of-fifths, representing a check that the temperament has been set correctly. That interval arises as a side effect of the tuning scheme, and it beats exactly once per second. A realisation of the tuning procedure constrained to one octave, is illustrated in Figure 1, yielding a temperament denoted as R2-1[28]
 

 

Hele “koden” ligger på titelbladet. I krøllerne foroven er skjult/angivet systemet for stødtoner: 

1  1  1  0  0  0  2  2  2  2  2




Koden skal bare brydes. Det er Da Vinci-mysteriet om igen!
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Figure 1: Canonical form of the cammerton tuning procedure
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Figure 2: Optimised cammerton tuning procedure using single beat rate of 1 beat per second[31]
En alternativ forklaring. I stedet for at stemme efter 2 stødtoner i slutningen (fra tonen h/ces) så hopper vi en oktav ned. Det betyder at alle frekvenser bliver delt med to og dermed også at forskellen på de to toner der støder bliver halveret. Derfor er der i denne formulering kun et stød i slutningen. 
Om ”stødtoner”:

Vi kan kontrollere udregningerne men først skal vi lige være helt sikker på noget om stødtoner:

Vi har to toner der ligger på henholdsvis 440Hz og 440.5 Hz. 
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Her er afbildet summen af dem: 


Ser vi på starten ligger de oven i hinanden, og vi ser at på 1/100 sek når vi godt 4 perioder. Det passer jo med at vi når ca 440 perioder på et sekund. Men efter lidt tid bliver de forskudt så meget at de ophæver hinanden helt – lyden bliver væk:
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Og ser vi den over et par sekunder, så springer den rigtigmange af kurverne over fordi den ikke tegner så tæt, men ideen er tydelig:
[image: image23.wmf]
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Når forskellen er 1/2 Hz vil den "støde" en gang pr 2 sekunder, dvs ½ stød pr sekund.
I den stemningsprocedure der er antydet i skemaet nedenfor starter vi på C: 249 Hz

Ud fra denne tone stemmes kvarten F, men den stemmes over ren så den svinger med et stød pr sekund. Dvs 1Hz over.

En ren kvint ned svarer til at dividere med 3/2 eller gange med 2/3. 

En kvart op svarer til at gå en oktav op og så gå en kvint ned. Dvs gange med 2 og dividere med 3/2.

Vi går (stadigvæk) en kvart op ved at gange med 4/3.

Frekvensen for F bliver i sin rene form

249*4/3 

Og hvis den skal støde en gang i sekundet kunne man tro at den bare skulle hæves 1 Hz … men sådan er det ikke.

Vi skal nemlig først lige finde ud af HVILKEN tone der støder og det er ikke F-grundtonen.

På noden er antydet noget andet, nemlig at det hele tiden skal være 1 Hz når vi forskyder, men det er vist fordi at de stemmer den sidste del i oktaven under, og så giver den kun et stød fordi begge toner halverer frekvensen og dermed også forskellen.

Vi stemmer hele tiden en kvart op og vi dobler hele tiden grundtonen. Samtidig forklares det også at når vi stemmer klangen fra C op til F tager vi C en oktav over med, og det er der en god grund til.

Lad os for letheds skyld sige, at vi har en tone på 300Hz og vi skal stemme den kvart den i den rene form ligger på 4/3*300=400Hz. Hvad sker der nu hvis den tone er hævet en Hz til 401Hz. Hvor mange stød giver det?

Det er jo IKKE grundfrekvensen på 300Hz der svinger. Vi må lede i overtonerne:

	
	grundfrekvens
	1. overtone
	2. overtone
	3. overtone
	4. overtone
	5. overtone

	Den dybe
	300
	600
	900
	1200
	1500
	1800

	Kvarten
	401
	802
	1203
	1604
	2005
	2406

	Oktaven
	600
	1200
	2400
	4800
	9600
	19200


Sammenstødet er mellem den dybe tones 3. overtone, kvartens 2. overtone og oktaven 1. overtone.

Det er nok også forklaringen på at oktaven tages med – overtonen er tydeligere.

Men sammenstødet er 3Hz – altså skal der kun justeres med 1/3 Hz for at få et stød!

Hver gang vi går en kvart op ganger vi med 4/3, går vi en kvint ned ganger vi med 2/3.

Hver gang der står ans (der betyder answer) betyder det at der er regnet videre med det resultat vi fik i linien ovenfor:

C: 249HZ
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Yes! Det passer. Vi slutter på en frekvens der er dobbelt så stor som den oktaven under!
Sammenligner vi med de andre stemninger ser vi at den i stort omfang falder sammen med den tempererede:

            C      Cis       D      Es       E        F      Fis      G      Gis      A      Bb      H      C
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             C       Cis       D        Es       E        F       Fis       G        Gis      A        Bb       H        C

Samtidig er der jo en fantastisk enkel opskrift på at stemme klaveret selv … bare man har et lommeur. 

(Det kræver nok også et godt øre, rutine og/eller tålmodighed)

Den lige svævende er jo ikke stemt i nogen toneart, men alle de andre indeholder asymetriske elementer, der gør at de er forskellige i forskellige tonearter.
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Vi ser at tertsen, tritonus, den store sekst og den store septim er lidt lavere hos Bach …
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… men det er jo ikke den ligesvævende er jo ikke den ”rigtige”. Den har faktisk den ”fejl” at tertsen, tritonus, den lille og store sekst og den lille septim er for store! Så Bachs stemning er mere ren i C-dur.

Hvad sker der i andre tonearter?
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             Cis       D       Es       E         F       Fis       G      Gis       A        Bb       H        C      Cis

I Cis-dur er 2. trin I durskalaen en udsat post. Det er fordi det er her ”filmen er knækket” for den rene og for den pytagoræiske. Men vi kan også se at den rene stemnings kvint ikke er god, og der er i det hele taget store udsving
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Igen følges de pænt ad men nu ligger Bach en smule over. Det skyldes formodentlig at tonen cis i Bachs stemning er placeret lidt lavt! Men der sker altså ingen dramatiske ændringer.
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Her ser vi hvad der sker når man stemmer I tonearten C-dur og spiller i cis. Den sorte er den ”rigtige” rene skala. Den grønne er sådan som tangenterne lyder!

Vi ganger


3/2 på





Vi ganger


4/3 på
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