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Abstract:

Nerverende rapport er dels materiale til undervisning i geo-
metri i gymnasiet, dels en afdazkning af dele af den lwebende
geaometridebat.

Rapporten bestér af 5 dele. Ferste del er en kortfattet be-
skrivelse af nogle kartografihistoriske begivenheder og meto-

der. Anden del introducerer begreber og ikke-vektorielle be-

regningsmetoder i forbindelse med kugleoverfladen. Tredie del
er hovedafsnittet omhandlende forskellige kortprojektioner.

I 4. del opfordres til egenh®sndige kortfremstillinger. Her er
desuden nogle fa repetitionsopgaver.

5. del er et afsnit, som ikke herer med til selve materialet,

men som i mindre omfang diskuterer egenskaber ved geometri.
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Forord.

Vi er tre matematikstuderende ved Roskilde Universitetscenter.
Det foreliggende materiale eér resultatet af vores tanker om,

hvordan indholdet i et geometriforleb i en matematisk gymna-

sieklasse kan udformes. Med baggrund i et forslag til @ndring
af bekendtgerelsen for faget matematik, hvor specielt rumgeo-
metri er en nyskabelse, idet denne disciplin har varet ude af
gymnasiepensum i en arrakke, har vi skrevet foreliggende haf-

te.

Det er hensigten, at materialet skal kunne bruges som emne-
lesning i den matematisk-fysiske gren eller til at udfylde de
obligatoriske 10-15 timers emnelasning i et geametrisk emne,

som er foresldet i bekendtgzrelsesfurslaget.

Det er ikke en traditionel lerebog i geometri. Snarere har vi
tilstrebt at f3 anbragt matematikken som et redskab i for-
bindelse med et andet fagomréde: Geografi; og et tverfagligt
samarbe jde kunne eksempelvis &8bne mulighed for, at triangu-
leringsmetoden kunne afpreves i praksis 0g derved etablere en

dybere forstéelse af, hvardan bl.a. landmdling foregér.

Materialet er opbygget siledes, at der indledes med et histo-
risk afsnit, der skulle give emnet "kartografi" et perspektiv,
sam (i det vesentlige) er ualmindeligt for matematikbager.
Dernest indeholder materialet et "teoriafsnit", hvor den del
af kugleoverfladens geaometri, som er nedvendig for at forsta
egenskaberne ved de mange forskellige karttyper, gennemgés.
Herefter fulger en beskrivelse af 3 forskellige typer kort-
projektioner, som hver issr er gennemgéet siledes, at de kan
lzses uafhangigt af hinanden. Dette rundes af med en kort opo-
versigt over den moderne kartografi. Materialet indeholder
til slut nogle opgaver, som uddyber de enkelte afsnit. 0Op-
gaverne i forbindelse med de tre typer kortprojektioner er
temmelig omfangsrige, hvorfor det forekommer nerliggende, at

man i grupper g&r i dybden med en enkelt projektion.

For at f& det fulde'udbytte af stoffet forudssttes et grun-
digt kendskab til trigonometriske funktioner 0g eventuelt

lidt differential- 0g integralregning. Desuden er en alminde-



lig forstéelse af planers og linjers egenskaber nok @nskvear-

dig, men ikke nedvendig.

Det er helt bevidst undgdet at inddrage vektorregning og ana-
lytisk geometri, da vi anser for vigtigere at bruge geometri-
en. Dette forhindrer ikke en sidelsbende indfering i disse

discipliner, men det vil betyde en vesentlig foregelse af ti-

den til materialets gennemgang.

Materialet er primart beregnet p& en undervisning, som 1 star-

ten er lszrercentreret, mens de tre kortprojektionsafsnit med

fordel kan uddybes gennem gruppearbejde.




I
0. Indledning.
Alle har formentlig p& et eller andet tidspunkt siddet med

et verdenskort, et landkort eller et sskort i henderne og

f. eks. forsegt at bestemme afstande mellem to byer. Eller
du har sammenlignet forskellige omréaders arealer. Men det
er nok de farreste der har vidst og udnyttet, at sadanne kort
p& flere mader afviger vaesentligt fra virkeligheden pa ?

Jordens overflade. Om muligt, har endnu ferre kendskab til,

hvorledes disse kort fremstilles.

Da kort samtidig har vide og vigtige anvendelsesomrader,
m& det anses for temmelig relevant, at fa& et vist kendskab
til, hvilke oplysninger og mangler forskellige korttyper be-

sidder.

Kort har gennem tiderne udviklet sig fra at vare et nedven-
digt verktej for de herskende klassers interesse i at opret-
holde deres magt til at vere et lige s& nedvendigt redskab
for os andre i vores dagligdag, blandt andet for at vi kan

f4 et overblik over begivenhederne i verden.

I de kommende kapitler skal vi stebe et bredt kartografisk
fundament, s& man fremover vil f& et anderledes forhold til
det at se p& og at bruge kort. Man vil forhébentlig ad den-
ne vej ogsd komme et skridt nermere forstéelsen af mate-
matikkens og specielt geometriens relevans, hvilket er dette

heftes vesentligste hensigt.



1. En kartografiens historie.

Der har altid veret arsager til, at kort er blevet fremstillet.
Disse &rsager er i regelen udtryk for behov hos forskellige
magtcentre til forskellige tider og steder. Om dette og om,
hvordan nogle kartografitekniske problemer er lest gennem tider-

ne, handler det felgende.

De kommende kapitler beskriver primeart metoder til fremstil-

ling af smé-skalakort, dvs. kort over forholdsvis store omrader,

hvorved afstande malt p& kortet bliver meget sma i forhold til @
de reelle afstande malt péa Jardén. Der findes imidlertid ogsa

kort over mindre omrader: Byer, smé lande etc., som er frem-

stillet ved brug af andre teknikker, nemlig ved landméling -

og ikke ved hjzlp af tabeller over astronomiske mélinger, som

smaskalakortene er det. 5&danne kort kaldes stor-skalakort.

At fremstille verdenskort krzver nedvendigvis kendskab til

Jordens form og sterrelse, samt omraders indbyrdes beliggen-
hedsforhold, hvilket medferer positionsbestemmelse f. eks. be-
stemmelse af l:ngde- og breddegrader. Derudover ma der antages

at foreligge et behov for verdenskort, for man kaster sig pa

at lese denne opgave. Derfor er de tidligste kort over omrader

pd Jorden foretaget efter landmélingsprincippet, altsd stor-
skalakort. Man har pa den tid ikke veret sig Jordens omfang og

kontur bekendt, og har ikke haft globale hensigter isvrigt.

De forste kendte kort er flere tusinde (omkring 5000-6000) ar

gamle og afbilder lokale omrader i Mesopotamien og Egypten m.m.

Man mener at kunne tilskrive deres eksistens som ve@rende et "
led i en inddrivelse af jordskatter, der var baseret p& opma- —
linger af jordes starrelser og kvalitet. Landmélere bliver

senere tituleret geometere; dette graske ord betyder direkte

oversat - jordmalere.

De ferste bud p& Jordens "virkelige" form opstod 1 Grekenland
500 - 600 &r feor &r nul. Pythagoras (ca. 580-500 fvt.) menes

at vere den ferste, der fremturede med ideen om, at Jorden er
kugleformet - "den smukkeste af alle figurer". Han havde dog
ikke konkrete fakta at begrunde sin teori med. En anden gresker,

Eratosthenes (f. 276 fvt.), benyttede denne teori til at be-




regne Jordens omkreds. Han observerede, at Solen stod i zenit
over Syene (Aswan) p& en bestemt dag i &ret - og Solen gav sa-
ledes ikke anledning til, at lodrette genstande kastede skygge.
P& samme tidspunkt kastede Solen skygge svarende til 7.2° med
normalen til jordoverfladen i Alexandria. Under antagelse af,
at Jorden er rund som en kugle, kunne han, ved at skenne af-
standen mellem de to byer, bestemme Jordens omkreds og dermed
radius. Jordens middelomkreds m&lt i vor tid er ca. 40,000km,
den samme verdi som Eratosthenes fandt, endda pa trods af at
han gjorde flere fejl, men de ophazvede hinanden. (Konf. med opg.
1 side 93.)

Eratosthenes” verdensbillede er bemarkelsesverdigt, idet det i
princippet er identisk med det nu kendte, altsd at det er pla-

neterne inklusive Jorden, der roterer i baner om Solen.

Omkring &r 100 indtager alexandrineren Ptolemaios (levede omkr.
ar 100) den kartografiske verdensscene. Det mest kendte "verdens-

kort" fra antikken stammer fra denne mand.

Antikkens grazkere er p& mange mader kendt for at vere foregangs-
folk for vestlig kultur. Et af omraderne er introduktionen af
den (natur-) videnskabelige tankegang og metode. Viden om natu-
ren bliver her struktureret og gjort til genstand for teorier

om verdens indretning. I dette forhold har Ptolemaios formodent-
lig hentet sin umiddelbare inspiration til sit "verdenskort"
(fig.1).

P& Ptolemaios’ tid har der i Middelhavsomradet, men ogséa i det
nordlige Europa, foregédet en udprzget handel med varer. Endvide-
re har Romerriget haft krigsmassige relationer disse steder.

Den heraf felgende omfattende sejlads kan begrunde, hvorledes
Ptolemaios har etableret sine data. Man har p& togterne opteg-
net de ruter man sejlede. P& denne baggrund har Ptolemaios for-
mentlig samlet et billede af den tids kendte verden dvs. Nord-
afrika, det meste af Europa og omtrent halvdelen af Asien. Da
Middelhavsomradet var det mest besejlede vand og dermed det
bedst kendte omréde overhovedet, er Middelhavsomrédet da ogsé

det mest nejagtige pa kortet.

Det er muligvis en tilsnigelse at kalde det omtalte kort for
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Ptolemaios’ egen, for der foreligger intet sikkert om, at han
selv har tegnet kortet. Men han har nedskrevet alle de nad-

vendige data og metoder til forehavendet, som maske en anden

adskillige &rhundreder senere har fuldfert?
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Fig.1: Ptolemaios’ verdenskort. Kortet er taget fra Bo Bramsens,

Gamle Danmarkskort (1965).

NAr et verdenskort skal tegnes, tages udgangspunkt i nogle astro-
nomiske malinger - og ikke landm&ling. De mé&linger vi tenker pa
er langde- og breddegradsbestemmelser. Hvorledes disse bliver
tilvejebragt bliver beskrevet senere i kapitlet. Men en forud-

se@tning for bestemmelserne er dog at have etableret et inddelings-

system.

Det er kendt, at babylonerne p& et forholdsvist tidligt tids-
punkt kendte til at inddele en cirkel i grader - endda i 360°.
Men det er en grzker, Dike®archos (326 - 296 fvt.), som intro-
ducerer breddebuerne. Selv indtegner han dog kun én pa sine
kort. Den feromtalte Eratosthenes forfelger ideen, men ind-
tegner flere breddebuer p& sine kort (fig. 2). Med Ptolemaios’
kort bliver inddelingssystemet nasten fuldstendiggjort. Hermed
bliver dette kort sidste bemamrkning til kartografiens farste

guldalder. Kortet bliver ikke =ndret synderligt i de efter-



felgende ca. 1100 -1200&r!
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Fig.2: Eratosthenes’” verdenskort. Bemark forskellene mellem

dette kort og Ptolemaios”’.

B. Bramsen (1965).

Vi antydede for,

at Eratosthenes’

Fra Bamle Danmarkskort af

trisk: Helios er Solen i gresk gudeskikkelse. Dette syn pa

verden hevares frem til Ptolemaios.

verdenshillede er heliocen-

For ham stetter observa-

tioner af planeternes bevagelser en teori om, at Jorden er

centrum for verden - det er det sékaldt geocentriske verdens-

billede. Det har dog ikke umiddelbar betydning for kartografien,

om Jorden ligger centralt i verden eller, om den beveger sig om

Solen.

Betydning har derimod dens form.

Under Romerrigets forfald begynder en religiss trosretning at

vinde sterre og sterre udbredelse. Det er kristendommen, der

efterhédnden overtager de ideologiske, politiske, kulturelle og

"videnskabelige" funktioner i Europas samfund. Kristendommen
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udsletter praktisk talt alle videnskabelige tankesat skabt under
det grask-romerske kulturherredemme. Det bliver herefter ikke
lengere vasentligt at beskeftige sig med Jordens "udseende". Men
det er derimod vigtigt at oppebere en tro pd Gud og Jesus og de
bibelske sandheder. Heraf uddrages ogsd ideen om at Jorden er
flad, nemlig beliggende p& Guds flade hand. Dette verdensbil-

lede betyder i kartografisk henseende en meget gold periode.

Dette til trods biiver der fremstillet kort. Men deres indhold
udmerker sig ved fuldstandig mangel pd indsigt i omverdenens
udseende. De afbilder i det vesentlige kun den kristne tros

hovedhjernestene dvs. paradis, Jerusalem osv. (se fig. 3).

b)

Derdfesme Erciils
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marc®,  Svancllans| txgo & pbia

Fig.3: Hjulkort/T-kort fra
middelalderen. a) og
b) er sakset fra B.

Bramsens Gamle Dan-
markskort (1965).
c) er neglet fra
General Cartography
af E. Raisz (1948).
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Det er i tiden efter Columbus genopdager Amerika - og den der-
af afledte kolonialisering (imperialisering), at (videnskabe-
lig) kartografi gennemlever sin anden guldalder. Specielt bli-
ver der udviklet et kort - fremstillet af Gerard Mercator
(1512-1584) - der er enestdende til sefartsbrug pé& store og
smé& have. (Kortet bliver omtalt grundigere under cylinder-

projektioner i kapitel 3).

Samme Mercator er ievrigt ophav til en sterre kortsamling,

der udkommer i 1569. Atlas er en gresk-mytologisk kampe, der
er blevet palagt at bazre himmelhvelvingen. P& titelbladet af
Mercators kortsamling figurerer Atlas med en udgave af jord-
kloden. Dette bliver anledningen til; at de senere sterre kort-

samlinger betegnes atlas.

Det er ogsad i denne periode, at flere europziske lande ensker
at blive kortlagt. Karakteristisk er det de respektive landes
overhoveder, der pélagger kompetente kortmagere og landméle-
re forehavendet. 0g derved er landenes militer ligeledes es-

sentielle drivkrefter bag kortlesgningen.

Det ferste store kortlagningsarbejde hlev startet i 1747 i
Frankrig. Det enevaldige franske styre, som var stazrkt cen-
traliseret, kravede ensartede kort. De interesser, saom 1l& bag
arbejdet var opmé&ling af landbrugsarealer til beskatning, ud-
bygning af infrastrukturen (dvs. vejnet) og militerstrategiske

bekvemmeligheder.

Da sméd-skalakortenes fremstillingsmetode bliver grundigt he- ‘
handlet i kapitel 3, beskriver vi nu - i begrenset omfang - F
metoden til fremstilling af stor-skalakort. Metoden, der bru- g
ges, kaldes triangulering. Grundlaget har veret kendt siden

oldtiden, men beskrives ferst i 1553 af Gemma Fricius, der

bla. opmalte afstanden mellem Bruxelles og Antwerpen.

Metoden er, at man har placeret et mélebogd (fig. &), som er

en plan flade, hvorp& der udglattes et stykke papir. I land-

skabet, man vil optegne, velges nogle punkter f. eks. en bonde-
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gard (B), en kirke (K) og et tre (T). Det faste maélebords-
punkt kalder vi M. Dette punkt afmerkes med en prik et sted

B e . ﬁ..t
I g/ JUNN T -
2 i \ 4
K 2 \_’: POl
' e e e TS nE - —F
A B

Fig. 4: Et malebord. Figuren er hentet fra K. Nielsens: Hvordan

Danmarkskortet kom til at ligne Danmark, (1982) .

pd papiret. En lineal, som i hver ende er forsynet med opret-
st&ende sigter, placeres pé& malebordet gennem M. Herfra sigter
man s& til B, K og T og tegner linjer langs linealen til M.

Man opmaler dernest med malekader, et hjul med afmerkninger
eller med trastokke afstanden mellem M og ¢t af de andre punkt-
er f. eks. T (fig. 5). I T tages s& sigte til M, B og K. Pa
denne made har man vinklerne i trekant MKT og trekant MBT og
siden MT. Heraf kan man beregne de svrige stykkers langde (evt.
ved hjzlp af sinus-relationerne). Man skal s& bare fastsla

et malestoksforhold, for derefter at indtegne punkterne pa
malebordspapiret. For at kortl®gge et stgrre omrade skal man
blot tage sigte til nye punkterifra_de allerede registrerede

og ellers felge samme procedure, dog uden at male afstande,

thi man kan beregne dem af de oprindelige trekanter, og her-

ved ophobes usikkerhederne p& de oprindelige malinger.

K K.
R 4
T
—
[
[ s
B B
= M

Fig.5: Skitse af trianguleringsmetoden. Forkl. findes 1 texten.
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Fig.6: Skitse af trianguleringsmetoden.
A og B ligger pd samme langdebue.
Udfra kendskab til basislinjens
lengde og vinklen v kan samtlige
vinkler samt afstanden beregnes.

Hvis A har breddegraden (dette

begreb vender vi tilbage til)

¢n 09 B breddegraden fg er bred- 5>B¢5Eluﬂe
degradsforskellen mellem A og B
felgelig ¢A— ?%. Settes afstanden

mellem to pad hinanden felgende

breddegradsbuer malt langs en
lengdebue til k (enhed: km/grad),

ses afstanden mellem A og B at

vVEre k(?%— fB).

Efter middelalderen genoplives den naturvidenskabelige metode.
I 1687 udkommer en bog: "Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica" - naturfiloscfiens matematiske principper - af
Isaac Newton (1642-1727). I den angives beregningsmetoder til
bestemmelse af Jordens egentlige form, som vi opfatter den
idag. Udfra den almene massetiltrakningslov kan udledes, at
Jorden burde vere affladiget ved polerne. Dette synspunkt
bliver dog ikke almindeligt akcepteret fer langt senere. Ner
Paris i Frankrig havde man nemlig i 1670 udfert mé&linger pé
afstande mellem to breddegrader. Og disse méalinger antydede,
at Jorden var affladiget ved &kvator! Man havde brugt trian-
gulationsmetoden til beregningerne, og det er klart, at sa-
danne malinger er behaftet med usikkerheder, der efterhéanden
hober sig op under udmélingerne. Hvor stor den endelige usik-

kerhed var, havde man ikke metoder til at afgere fer omkring

ar 1800.

Afgerelsen p& problemet med fladheden faldt i 1736, hvor man
malte afstanden svarende til én breddegrad i Peru, og det

samme gjordes i Lapland. Den mélte afstand i Lapland var klart
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windre end den tilsvarende fundet i Peru, og dermed konklude-

redes, at Jorden er fladere ved polerne end ved akvator.

Vi har tidligere nzvnt, at en nedvendig forudsatning for frem-
stilling af sma-skalakort er langde- og breddegradsbestemmel-
ser. Som udgangspunkt for fremstilling af stor-skalakort be-
hoves i hvert fald én sadan bestemmelse. Derfor vil vi eksem-
plificere metoden til bestemmelse af langdegrader pé land-

jorden ved at inddrage kortlagningen af Danmark.

Det Kongelige Videnskabernes Selskab oprettet i 1742 betal-
te og ledede i perioden 1760-1820 den feorste systematiske
kortlegning af Danmark. Udgangspunktet for trianguleringen
af landet var Rundet&rn i Kebenhavn. Det er s&ledes Runde-
tadrns position, der bliver gradbestemt. Thomas Bugge (1740-
1815), som ledede denne kortlagning foretog selv nogle af de

astronomiske malinger, der fastlagde positionen.

Til bestemmelse at lzngdegraden udnyttede han, at Jorden ro-
‘terer én gang om sig selv - dvs. 360° - p& 24 timer. I Kaeben-
havn aflestes klokkeslet for bestemte positioner af planeten
Jupiters méner observeret fra Rundet&rn. Klokkeslettet for

de bestemte observationer er afhangig af lzngdegraden, hvor-
fra observationen foretages. Thomas Bugge har ladet en be-
stemt langdebue gennem Paris veare sin nulmeridian (nul-meri-
dianen gennem Greenwich er forst vedtaget efter en inter-
national konference i 1889). Man har s& faet forelagt tids-
punktet for de tilsvarende maneocbservationer i Paris. for-
skellen i tid disse to steder kan herefter omregnes til lang-

degrader p& Jorden. (Vi kan ievrigt henvise til opg.3 side 9&.)

Pendulurene, man brugte til tidshestemmelserne, var pé& da-
verende tidspunkt rimeligt nejagtige, nar man dagligt stil-
lede dem efter Solen. Men de kunne ikke flyttes rundt. Speci-
elt kunne de s& ikke anvendes p& havet. At udvikle et kronome-
ter (et nmjagtigt skibsur) mé& have varet en kompliceret opga-
ve, for den blev ferst lest det meste af en levealder efter

den blev stillet. Opgaven blev formuleret af et selskab i
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Storbritanien: "Board of Longitude". Selskabet udlovede en
premiesum pa& 20,000 £ til opfinderen af et tilstrakkelig nej-
agtigt kronometer. Det er en s& vasentlig pengesum, at behov-
gt for et s&dant instrument mé& have veret enormt. Opgaven
blev stillet i 1714, alts& i en periocde, hvor handelskapital-
ismen er en vaesentlig magtfaktor i visse af Vesteuropas sam-
fund. For at opretholde og udbygge handelen med (eller ud-
bytningen af, om man vil) kolonierne fordredes en storsti-
let sefart, hvortil der behsvedes kort, kompas og kronometer.

Kompasset var allerede opfundet i det 13. &rhundrede.

Udover handelen er en anden faktor, der har indflydelse pa
sefarten, begyndt at spire. Det er industrialiseringen, hvor-
til der kraves et velfungerende transportnet - ogsad ad se-
vejen. Det er vigtigt for kapitalejere, at varetransport for-
lwber pracist og hurtigt, fordi det foreger profitsterrelsen.
Det turde begrunde hvorfor et kronometer er en afgerende ge-

vinst for den herskende del af befolkningen.

Det kan anekdotisk tilfejes, at opgavestillerne forssgte at
trekke udbetalingen af premien i langdrag. John Harrison

blev manden, for hvem det lykkedes at fremstille uret. Han
fremstillede i 1736 sit ferste ievrigt ret nejagtige krono-
meter, men ferst seks &r efter sit femte urs tilblivelse,

der blev afprevet personligt af King George III, fik Harrison

udbetalt pengene. Altséd 40 ar efter det ferste ur!

Med hensyn til bestemmelsen af breddegrader er historien en
ganske anden. Her benyttedes at visse stjerner kan betrag-
tes som stationzre i forhold til Jorden. Det medferer, at

horisontplanen til en fast breddebue danner en konstant vin-

kel med sigtelinjen til den betragtede fixstjerne (se fig. 7).

Nordstjernen N kan betragtes som en fixstjerne. Den er "be-
liggende" over Nordpolen. Horisontplanen H er vinkelret pa
jordradien CP, hvor P er et punkt pa breddebuen, hvortil
breddegraden enskes bestemt. I P kan man med en kvadrant

(se fig. B) el. lign. bestemme vinklen ¢ mellem H-planen
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| Nordstjernen

sigtelinjen kil ¥

Fig. 7: Sattes ZCPP lig med& (¢+& = 950%), ses ved brug af
"sgtningen" om topvinkler, at vinklen ¢ mellem sigte-
linjen til Nordstjernen og horisontplanen H er bred-

degraden til P, dvs. A.PCP‘z?.

og sigtelinjen til Nordstjernen. Og¢er netop breddegraden
til P (fig. 7).

Denne metode har veret kendt siden ca. 200 ar fvt. altsa al-
lerede fra kartografiens farste guldalder. Det skal bemerkes,
at det ikke nedvendigvis behasver at vare Nordstjernen, der

ligger til grund for gradbestemmelsen. P& den sydlige halv-

kugle m& man under alle omstendigheder bruge en anden, f. eks.

Sydstjernen.

Efter projektionsafsnittene berettes lidt om, hvorledes kar-
tografiske metoder tager sig ud i moderne tid. Til at uddybe

nogle af de ovennavnte problemstillinger er der forfattet
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1

nogle opgaver, der er anbragt sidst i dette hafte.

Fig. 8: Kvadranten som Thomas Bugge brugte til at bestemme
Rundeta&rns breddegrad med.Kvadranten er taget fra
Hvordan Danmarkskortet kom til at lignme Danmark,
(1982), af K. Nielsen.



2. Kuglegeometri.

2.0. Lidt modelsnak.

Dette kapitels titel er kuglegeometri, og haftets generelle
tema er (jo) kortlegning af Jordoverfladen. Det er vasent-
ligt her at bemzrke, at en kugle er en idealisering af Jorden
- den er som bekendt ikke en kugle. En sé&dan idealisering vil
vi kalde en model: En kugle kan forstds som en model af Jord-

en, (viser det sig).

Dfte kan man stede ind i problemer, som er uoverskuelige at
lese, hvis man ikke foretager visse jdealiseringer af proble-
met, dvs. omsaztter det fysiske problem til f. eks. en matema-

tisk model. Problemets lasning(er) skal herefter ssges ved at

Fig. 9:

PROBLEM

MATE MATISK
MODE L.

MATEMATISK
LBSNIN G

FYsSiIsSK
FORTOLKNIN G

arbejde med modellen. For at f& det oprindelige fysiske pro-
blem "l@st" krazves sa, at de(n) eventuelle matematiske las-
ninger fortolkes og forstés i den givne fysiske ramme. Det er
sjeldent nemt at gennemfare de enkelte skridt tilfredstillen-
de eksakt. I vores problemstilling med at kortlzgge Jorden
forleber processen rimelig smertefrit. Vi vil senere vende

tilbage til det med matematisk at modellere et fysisk problem
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nemlig, nar talen er om at "gere en kugle flad". Men farst
drejer sagen sig om at kortlzgge Jordens overflade, alts&

kuglen.

At kortlzgge Jordens overflade indebazrer etablering af et
koordinatsystem, der ger det muligt at angive ethvert punkt

pa jordoverfladen med et koordinatsat.

Vi ved, at Jorden tenkes inddelt i et "net" af lszngde- 0g

breddebuer. Og det er netop deres indbyrdes placering, som

muligger en karakterisering af samtlige punkter p& Jordens
"""" overflade. Hvorledes denne inddeling tager sig ud, og hvor-
dan den anvendes til beregning af afstande og arealer pa kug-

leoverfladen, er temaet for dette kapitel.

Vi vil altsa antage, at Jorden har form som en kugle - det
ger beregningerne langt mere medgerlige. At denne forudsest-
ning ogsd har sin berettigelse, vil blive belyst i slutningen

af dette kapitel.

Et primert formal med foreliggende materiale er s&ledes at
studere afbildninger af en kugleoverflade p& en plan. Dertil
skal vi forinden have undfanget nogle byggesten, som skal

gore disse afbildninger forstdelige i en geometrisk ramme.

I geometrien underseges matematiske genstandes indbyrdes for-
? hold. De genstande, vi vil benytte, er punkter, linjer, planer
og specielt kuglen.
@
De pastande vi fremsastter bliver ikke bevist i stringent
matematisk forstand, men er principielt anskueliggjort ved

intuitive resonnementer og figurer.

2.1 Vinkler og afstande.

Begreber som punkter, linjer og planer anser vi for varende
velkendte. Dog vil vi indlede med et par bemerkninger om egen-

skaber ved linjer og planer i rummet.

SRR
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Vi vil definere, hvad vi forstéar ved vinklen mellem to linjer
1 og mi rummet. For at gere dette m& vi forudsaztte 1fm $ 0.
Hvis 1 og m er sammenfaldende linjer, siger vi, at vinklen
mellem 1 og m er nul. Skerer 1 og m hinanden i &t punkt, frem-
bringer de en plan. Vi kan s& lade m dreje om skasringspunktet
i denne plan til 1 ocg m er sammenfaldende. Herved kan m under
drejningen gennemlebe én af to vinkler. Den mindste af disse

vinkler defineres som vinklen mellem 1 og m. (Fig. 10).

1

Fig. 10: Vinklen mellem to linjer 1 og m.

To planer i rummet vil enten vere parallelle, skare hinanden
i en linje eller vare sammenfaldende. Hvis vi vil definere,
hvad vinklen mellem to planerinog u;en m& vi forlange, at
Tf‘ﬂ'n;.*ﬁ. Er"ﬂ'log'ﬂ; sammenfaldende siges vinklen L(’W’,Wz) at
vere 0(nul). Skazrer de hinanden vil fellesmengden vaere en ret
linje. Vi lader en tredie plan W, skere Tyog ™M, séledes at “ani
og ML W . Settes 1 = T,0W, og m = W,NT; defineres vinklen
L(Tﬂ,ﬂ;) mellenx?ﬁog1n_som vinklen mellem 1 og m (fig. 11)

“T2

\

\

Ay
- . o o e
>

4 —— e —
'

Fig. 11: Vinklen mellem to planer(“% og'ﬁz.
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Inden vi bevager os over i geometrien pé kugleoverfladen vil
vi definere to afstandsfunktioner. Lad A og B vere to punkter
i rummet. Gennem A og B g&r netop én ret linje 1. Vi siger s8,
at afstanden mellem A og B - kaldet dist(A,B) - er lengden
mé&lt langs 1 af linjestykket fra A til B eller fra B til A.

Dette afstandsmé&l kaldes ogsd den euklidiske afstand mellem

A og B.

Det andet afstandsbegreb er knyttet til cirkelbuelzngde. Lad
A og B vere to punkter beliggende pa en cirkelperiferi. Vi
kan sa& definere afstanden, distk(A,B), mellem A og B som cir-

kelbuestykkelangden mellem A og B. (Fig. 12).

Fig. 12: Afstanden distk(A,B) mellem to punkter A og B be-

liggende pa en cirkelperiferi.

Hvis C er cirklens centrum er dist(C,A) = dist(C,B) = r,
hvor r er radius i cirklen. Kaldes vinklen ACB for v, har vi

at distk(A,B) = Iv.

Dette afstandsbegreb er indfert, fordi det senere hyppigt vil
blive brugt, idet afstande pad en kugle (heraf indexet k i
distk(A,B)) netop har denne form.

Eksempel. Vi betragter en cirkel med radius = 1 (enhedscirk-
len) og lader AB vere en diameter. Da vil dist(A,B) = 2 og

distk(A,B) =T.

2.2. Kugleoverfladens geometri.
Vi er nu i stand til at definere en kugleoverflade. En kugle-

overflade er en punktmengde i rummet, hvis elementer til et
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givet punkt C i rummet har den konstante, positive afstand
I‘GFH, Punktet C kaldes kuglens centrum og r kaldes kuglens
radius. En kugleoverflade K kan s3ledes skrives som punktmeng-
den: K = {P| dist(C,P) = rf ,(fig. 14).

Fig. 13: En kugleoverflade bestdende af punkter P med afstand
dist(C,P) = r fra det faste punkt C.

Man kan frembringe forskellige punktmengder pad en kugleoverfla-
de. Nogle af disse bliver her gjort til genstand for narmere

undersagelse.

Anbringes en plan saledes, at den skerer eller blot rerer en
kugleoverflade er fellesmangden en cirkel beliggende i planen

(fig. 14a og 14b) eller et punkt (fig. 14c), henholdsvis.

Fig. 14a: En storcirkel med radius lig r.

Fig. 14b: En lillecirkel med radius r’< r.
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Fig. 14c: En plan skarer/rerer
kugleoverfladen i eet

punkt.

Hvis ovennavnte plan samtidig indeholder kuglens centrum er
fellesmengden en cirkel med samme radius og centrum som kug-
len. En sadan cirkel benavnes en storcirkel (fig. 14a). Alle
andre cirkler, der er dannet af punkter p& kugleoverfladen,
har en radius der er mindre end kuglens. Disse cirkler kal-
des for lillecirkler (fig. 14b). En plan, som rerer kugleover-

fladen i @t punkt betegnes en tangentplan til kugleoverfladen.

Fra den almindelige plangeometri ved vi, at tre linjer, der
alle skzrer himanden - dog ikke i det samme punkt - danner en
trekant, hvis vinkelspidser er linjernes skaringspunkter. P&
kuglecverfladen kan vi opfatte det uendelig store antal stor-
cirkler som "rette linjer"! Herved opnés, at tre "linjer",
der er indbyrdes forskellige, danner en "trekant". En sadan E

vil vi kalde en sferisk trekant (fig. 15).

Fig. 15: En sferisk trekant.




- 22 -

Lader vi P vere et punkt og T en plan, kan vi tale om, at P
har en afstand til ar | Linjen 1 vinkelret pé'W og indehold-
ende P vil skere M i et punkt Q€&€1. Vi siger sad, at afstan-
den dist(P,qr Ymellem P og W er 1ig dist(P,Q). Denne er nul,

nadr og kun na&r P = Q !

{
ip
roe

I

|

|

W '

Fig. 16: Afstanden fra et punkt P til en plan.

En plan, hvis afstand til faromtalte kugles centrum C er min-
dre end r, deler kuglen i to dele, som hver kaldes en kugle-
kalot (fig. 14b).

To planer, der er parallelle, og hvis afstand til C hver er
mindre end r, deler kuglen i to kalotter og (hvis planerne

sikke er sammenfaldende) et kuglebmlte (fig. 17).

Ki 3(& kalot

— kaﬂfeboﬁe.

a—-kttaie.ﬁ.aloi

Fig. 17: Det skraverede og skyggede omrade angiver et kug-
lebzlte.

Det kan ved brug af integralregning vises, at arealet af en
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kuglekalot er 2-9-rh, hvor h er afstanden mellem planen, der
danner grundfladen i kalotten og tangentplanen parallel med
denne plan (fig. 18). Heraf kan udledes, at kugleoverfladens

totale areal A er lig med MW~r2, idet h = 2r.

Fig. 18: Arealet af den sverste kalot er Z'thd, og arealet
af den nederste er 2mﬁrh2. Kuglens overfladeareal er

2wr(hy + hy) = 2Wr(2r) = 4Arr?.

Vi er s& ogsd i stand til at beregne arealet af et kuglebalte
ved at betragte to forskellige kuglekalotter med arealer A1 =
Z'ﬁ'-rh,]
A1<A2. Felgelig er det af disse kalotter frembragte kugle-
bzltes areal lig med A, - A4 = Ziﬁr(hz—h1) (fig. 19), hvor

D<h,<2r, i = 1,2.

og A2 = 24Frh2, hver vi antager at h,]<h2 og dermed

|

Fig. 19: Figuren viser metoden til bestemmelse af et kugle-

beltes areal.

Vi betragter to punkter A og B, som pa kugleoverfladen t®nkes
beliggende i hver sin ende af en kuglediameter. (A,B) define-

res da som verende et par af diametralt modsatte punkter. Par

af forskellige punkter p& en kugleoverflade kan saledes til-

here mazngden af par af diametralt modsatte punkter eller mzng-
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den af par af ikke-diametralt modsatte pUnkter.

Lad (A,B) vere et element af sidstnavnte mezngde, og lad C vare
centrum i den kugle K, p& hvis overflade A og B ligger. Sa

vil linjen 1 gennem A og C sammen med linjen m gennem B og C
frembringe én plan M. paceW vil TN K vere en storcirkel,
og denne er séledes entydigt fastlagt af (A,B)(fig. 20a).

Derimod vil det, hvis (A,B) er et par af diametralt modsatte

punkter, vere uendeligt mange forskellige storcirkler gennem
A og B, thi der af linjen n gennem A, B og C kan frembringes
uendeligt mange planer, hvis fellesmezngde med K er storcirk-

ler (fig. 20b).

Fig. 20a: Et par af to ikke-diametralt modsatte punkter frem-
bringer netop en storcirkel.
Fig. 20b: Et par af to diametralt modsatte punkter frembring-

er uendeligt mange storcirkler.

Idet en vilkarlig storcirkel entydigt frembringer en plan,
siger vi, at vinklen mellem to storcirkler er vinklen mellem

deres planer (fig. 21).

Fig. 21: Vinklen v mellem to storcirkler(s planer).
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Vi gér herefter over til at undersege nogle beregningsmassige

sider af kuglegeometrien.

2.3. Sferiske koordinater.

Vi ensker nu at finde et talset, som angiver et vilkarligt

punkt P pa en kugleoverflade.

ﬂbz

<4

Fig. 22: Bestemmelse af koordinatsattet til P p& kugleover-

overfladen.

Vi betragter en kugle med centrum C og radius r. Antag, at vi
har anbragt et X-Y-Z koordinatsystem med begyndelsespunkt i
C. Med betegnelserne fra fig. 22 finder vi felgende:

P2 velges sa PPZ er parallel med X-Y-planen. Ved brug af lidt
trigonometri ses, at

. dist(C,P,)
sin ¢ = — $ dist(C,P,) = r-sing, 03T,
Ifelge fig. 23, som er et forsterret udsnit af fig. 22, er
koordinaterne til P, séledes bestemt til (r-cosf -cos @ ,

1
r-cos¢-sine ,0), hvor 0 © <34

Punktet P’s tredje-koordinat er fastlagt af dist(B,Pz) =
r- sing , med 0¢ f 3T

Pa figurerne og i texten har vi ladet @ og © tilhare inter-
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Fig. 23: Koordinatsat til punktet P1.
vallet [D,%%J . Resultatet er imidlertid sandt for alle valg

af vinkler i forhold til koordinatsystemet. Altsd kan vi til-
lade ¢ og © at tilhere hele mengden af relle tal,R . Dermed
er koordinatszttet for et vilkédrligt punkt P = (x,y,z) pa kug-
leoverfladen fastlagt ved udtrykket:

(x,y,z) = (r-cos(F-cose ,r-cnssO-sine ,r-sinfo ).

Vi kalder talparret ( (f , ©® ) for de sferiske koordinater til
P. Vi vil senere beskrive, hvordan de sfariske koordinater

hesnger sammen med punkter pa Jorden,

2.4. STferisk afstand.

Fra plangeometrien vides, at den korteste afstand mellem to

punkter er langs den rette linje gennem disse punkter. Man

kan vise, at den korteste afstand mellem to punkter pa en kug-
leoverflade ligeledes er langs den rette linje gennem punkt-
erne. Men den rette linje er her - som for navnt - en stor-

cirkel. Vi benavner denne afstand som den sferiske afstand.

Vi vil nu beregne den sferiske afstand mellem to vilkarlige

punkter A og B pa en kugleoverflade. (Se fig. 24).

Vi forestiller os, at et koordinatsystem ligesom for er valgt,
s& dettes begyndelsespunkt er kuglens centrum C. Desuden er
koordinatsystemet valgt s& punktet A far de sferiske koordina-
ter (©,0), og punktet B koordinatsattet (¢, & ). Vi satter
kuglens radius lig med r og kalder vinkel ACB for x.
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Fig. 24: Bestemmelse af den sferiske afstand.

Da vi tillige har defineret afstandsfunktionen langs en cir-
kelbue, og da vi ensker at bestemme storcirkelafstanden mel-

lem A og B, mad denne vere givet ved distk(A,B) = rx. Vores

ubekendte er altsd x.

42.

X

é* mimeind 26 B 40 b e

'&
Fig. 25: En forsterrelse af visse dele af fig. 24.
Linjen lA gennem A vinkelret p& X-Y-planen skzrer X-aksen.

Dette skeringspunkt kaldes A’ (fig. 25). Tilsvarende lader vi
en linje 1B gennem B ska:re X-Y-planen under en ret vinkel i
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et punkt B°. For at lette notationen kalder vi dist(A”,B")
for ¢ og dist(A,B) for k. Endvidere lader vi en linje m gen-
nem A parallel med A'B’ skare lg i et punkt B". Det ses at
dist(A,B") ligeledes er lig c.

Vi betragter sa firkanten AA'B’B:

A e

Fig. 26: Bestemmelse af dist(A,B).

Anvender vi Phytagoras’ leresztning om retvinklede trekanter

p& trekant ABB", finder vi, at

(1): k2

c? + dist(B,B")?
c? + (dist(B,B°) - dist(B",B"))?
c? + (dist(B,B’) - dist(A,A"))?

Af fig. 24 fremgar, at

(2): dist(A,A’) = r.sineg og dist(B,B") = r.sing.
(2) indsattes i (1), og vi far:

(3): k? = c2 + r?(sin% + sin?¢ - 2sinesing). -
Da trekant A’CB’ er beliggende i X-Y-planen kan vi ved brug
af cosinusrelationen i planen finde et udtryk for c, idet vi

har, at

(4): ¢? = dist(C,A")2% + dist(C,B")? -
2-dist(C,A’)-dist(C,B’)- cosu



Af fig. 24 indses, at

(5): dist(C,A")
dist(C,B")

r-cosé og

L-cosy .

Ved at indsette (5) i (4) fas:

(6): c?

r?cos?e +r?cos?¢ - 2-r-.coser-cosg-cosx

r2(cos? + cos?p - 2.cosecospcosa),

(6) indsattes i udtrykket for k2%, dvs. i (3):

(7): k2 r?(cos?e + cos?¢ - 2-cosecospcosx) +

r?(sin%e + sin?¢ - 2-sinesingp)
= r?((cos?e + sin%e) + (cos?¢ + sin?g) -

2(cosecosycos«x + sinesing)).

Da det som bekendt for alle ve R galder, at

cos?v + sin?v = 1,

kan vi reducere (7) til:

(B): k2

r?2(1 + 1 =~ 2(cosecqs¢coé§ + sinesing))

2:r?(1 - (cosecosgcose + singsing)).

Vi ser s& p& trekant ACB. Denne er ligebenet, idet
(9): dist(C,A) = dist(C,B) = r.

Da vinkel ACB er x, fé&r vi af cosinusrelationen, at

dist(C,A)? + dist(C,B)2 -

2.dist(C,A)-dist(C,B)-cosx

r?2 + r? - 2.r2% cosx

(10): k?

2.r2(1 - cosx).

Da r>0 felger det af satte "(8) = (10)", at

(11): cosx = sinesing + cosecospcos«,

R
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hvilket kaldes den sferiske cosinusrelation. Formlen galder
for alle valg af vinkler @€, ¢ og K, dvs. @, 90,0( e Ro

Vi vender senere tilbage til, hvorledes vinklerne beregnes ud

fra lzngde- og breddegradspositioner pa Jorden.

2.5. Arealer.
I tilknytning til det foregéende ser vi, at det lader sig

gere at beregne siderne i en vilkarlig "polygon" pa kugle-

overfladen, nar man kender de relevante sferiske koordinater.
I plangecmetrien medferer kendskabet til sider og nogle vink-
ler i en given polygon, at man relativt nemt kan beregne are-
alet af denne f. eks. ved opsplitning i trekanter. Dette er
ikke tilsvarende overkommeligt pé& kugleoverfladen. I et senere
afsnit reduceres problemet ved at betragte nogle "pzne" poly-
goner, nemlig "firkanter", hvor siderne er langde- og bredde-

buer.

2.6. Lengde- og breddegradssystemet.
Vi har hidtil betragtet en kugle beliggende i et retvinklet

koordinatsystem med en X-, en Y- og en Z-akse. Sadan betrag-

ter man sadvanligvis ikke Jorden.

Man tildeler som bekendt et punkt pa& Jordens overflade en
breddegrad og en l®sngdegrad. for at de foreg&ende udregninger
skal kunne bruges p& baggrund af bredde—,lmngdegradsopgivel~
ser, er det nedvendigt at oversatte bredde- og lzngdegraderne

til sfzriske koordinater.

Vi kalder et szt bestaende af en breddegradsangivelée og en

lzngdegradsangivelse for et geografisk koordinats®zt. I og med

vi kalder det koordinatset, betyder det, at vi refererer til
et bestemt koordinatsystem. Dette systems begyndelsespunkt er
som tidligere Jordens centrum. Lader vi s& Jordens rotations-
akse, som gar gennem den geografiske Nordpol og Sydpol, varé

systemets Z- akse, fastl®gges X-Y-planen af @kvatorplanen.

I "praksis" findes ikke en X-akse og en Y-akse. Derimod angi-
ves positioner ud fra to specielle storcirklers beliggenhed.

Den ene storcirkel er @zkvator. Den anden er en storcirkel

i
i
i
¢




*31"

gennem polerne og gennem observatoriet i Greenwich ved London.

Akvators beliggenhed i forhold til den betragtede position be-
stemmer den s&kaldte breddegrad, og "Greenuwich-storcirkelbu-
ens" beliggenhed i forhold til den betragtede position fast-

lzgger positionens lazngdegrad.

2.7. Breddegrader.
Betragter vi et punkt P p& Jordens overflade, danner halvlin-

jen fra centrum (Jordens og @kvators) gennem P en vinkel |2
med :kvatorplanen. Breddegraden til P er sé 77. Hvis vores
"koordinatsystem" var orienteret, ville ¢ vere positiv over
planen og negativ under. Men vores koordinatsystem er ikke
orienteret. Man angiver breddegraden med et efterfelgende N,
hvis punktet ligger pa den nordlige halvkugle og S p& den syd-

lige. Akvator selv har overalt breddegraden 0.

Med denne definition far Nord- og Sydpolen breddegraderne
90°N og 90°S henholdsvis.

En breddecirkel er herved cirklen bestaende af punkter, der

alle har samme breddegrad. En breddecirkel er sdledes - med

undtagelse af zkvator - en lillecirkel.

2.8. Lengdegrader.
Andenkoordinaten i det geografiske koordinatszt refererer til

et punkts beliggenhed i forhold til storcirklen gennem Green-
wich og polerne. Man definerer storcirkelbuen fra Nordpolen
gennem Greenwich til Sydpolen til at have langdegraden 0°.
Mengden af par af diametralt modsatte punkter til denne stor-

cirkelbue tillegges lzngdegraden 180° og kaldes for datolin-

jen.

Hvis vi betragter et punkt P pa jordoverfladen, bestemmer P
sammen med polerne en storcirkel. Denne storcirkel danner en
vinkel & med "Greenwich-storcirkelbuen". Ligger P i @stlig
retning i forhold til Greenwich, efterfelges vinkelangivel-

sen med 0, og hvis P ligger i vestlig retning med V.

Med denne definition antager ® verdier i intervallet fra 0°
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til 180° i @stlig eller vestlig retning.

2.9. Positionsangivelse pa Jorden.

Positionen til et punkt p& Jorden angives altsd ved to geo-
grafiske koordinater: En breddegrad ¢'og en lengdegrad & . Vi
vil nu underssge forholdet mellem disse koordinater og de tid-
ligere definerede sferiske koordinater, der séledes ikke ma

forveksles med hverandre.

Lad ( 7V,/6 ) vere det sferiske koordinatsat til et punkt P
med det geografiske koordinatsat ( ? , ¢ ). Ifelge de nye be-

tragtninger har vi, at enten

0% < PN ¢ gg°N

eller
' 0% ¢ PS¢ 90°s,
Og enten
0° < %o ¢ 180°0
eller :
0% < &V ¢ 180°V.

Vi kan sé& lade’*e[—QDD,QUQ] (eller {-%,g] malt i radianer),
hvor vi satter 4= -90° til at vere 90%s (Sydpolen). Altsd, Vi
vedtager, at sydlige breddegrader ¢S overszttes til den sfa-
riske 1.k00rdinat’Y= —¢. For nordlige breddegradspositioner

(PN bliver den sferiske 1.koordinat¥=¢.

Med lengdegraderne er forholdet 1idt anderledes. Vi kan lade
/56[:—1800,1800] (svarende til [-T!','!TJ i radianer). De negative
vinkler definerer vi some&y, altsd de vestlige lzngdegradsan-
givelser, og for/3€[00,1809J svarer det til at lade X gennem-
lgbe l:ngdegraderne der fastlagger den estlige halvkugle. Det
skal unders%reges, at disse sager er vedtagelser og IKKE en-

tydigheder.

I mange tilfzlde er en heltallig gradangivelse ikke tilstrek-
kelig nejagtig. Derfor vil man stede p& angivelser som . gks.
17%42°38"y, 66°12°51"S. Dette leses: 17 grader 42 minutter 38
sekunder vestlig lengde og 66 grader 12 minutter 51 sekunder
sydlig bredde. Minut-sekundangivelsen er ikke baseret pa 10-

talssystemet, men pd 60-talssystemet.
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Skal positionen derfor transformeres til szdvanlige decimal-

tal sker det p& felgende facon:

17%2°38my ~ 179 + 42 o 3B v _ 17 .7106°.

50 3600
662127515 ~ 66° + %% + 3%%65 - 66.2142%5,

2.10. Afstandsberegning.
Vi skulle nu vere i stand til at beregne afstanden mellem to

vilkarlige punkter pa Jorden, ved at benytte den sferiske co-

sinusrelation.

Eksempel. Vi vil beregne afstanden mellem Kabenhavn og

Samnemerne i Stillehavet.

Idet Kebenhavn har positionen SSDQZ'N, 129350 og Samoaserne
har positionen 1405, 171%Y kan vi finde vinklen da mellem len-

gdebuerne gennem disse steder ved

K= (360° - 1719) - 12°%35°
1899 - 1295-
17625

hvilket - skrevet paé decimalform bliver 176.42%, Bemark at&
altid er mindre end eller 1lig 180°% - "yi gar den korteste
vej" -og af 12935° -(-171%) = 183°35° felger, at &=

360° - 183°35° = 176%25”.

Vi s®tter s& ¢= 55°42 ‘svarende til 55.7° og €= -149. vi

finder da ved indszttelse i cosinusrelationen, at

cosx = 5in(55.7%)sin(-14%) + Cos(-140)cos(55.70)cos(176.420)

R

-0.1999 - 0.5457
-0.7456

IR

Heraf bestemmes x til 138.21° eller opmregnet til radianer
x = 2.4172. Er Jordens radius opgivet til R = 6,371km, findes
den smgte afstand til

Rex = 6,371km-2.412
15,369km
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2.11. Arealbestemmelse.
Vi vil nu betragte en del af et kuglebzlte og undersege, hvor-

ledes arealet af et s&dant kan beregnes. Det er overkommeligt

at gere det, n&r vi indskranker os til at lade kugleb=zlte ud-

snittet vere begraznset af langdebuer og breddebuer.

Lad A,B,C og D vaere "hjsrner" i det betragtede omrade. Lad
s& punkterne A og B have den sferiske 1.-koordinat f og punkt-
erne C og D den sferiske 1.-koordinat @ . Endvidere sattes

lengdegradsforskellen mellem lzngdebuestykkerne AC og BC til
o (fig. 27).

Fig. 27: Punkterne A og B har breddegraden ¢, mens C og D har
breddegraden &, (A,C) er ligesom (B,D) par af ikke-
diametralt modsatte punkter og danner derfor entydigt

storcirkelbuer, mellem hvis planer vinklen szttes

ti1 .

Er A og B beliggende pé& den nordlige halvkugle regnes ¢ po-
sitiv og ¢ er negativ, hvis punkterne ligger p& den sydlige
halvkugle, hvilket er i overensstemmelse med det foregéende

udledte.

Fra side 23 vides, at arealet af en kuglekalot er 2%rh, hvor
h her er afstanden fra Nordpolen til breddecirkelplanen, der
afgrenser kalotten nedadtil. Da det betragtede omrade kan ses
som et udsnit af forskellen mellem to kuglekalotter, kan vi

udtrykke arealet Ar (ABCD) af omradet ved

Ar (ABCD) = m(h2 - h1),
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hvor h2 = r - r-sin® og h1 =T - r-sinf, idet vi lader
h2 > h1.

Vi far hermed, at

Ar (ABCD)

rx(r - r.sin® - (r -r sin?))
rzm(siny - s5ing).

Det er altsa muligt ud fra kendskab til arealberegninger af
kuglekalotter at beregne arealet af et kuglebzlteudsnit, nér
dette er afgrenset af lengde- og breddebuer. Men hvad nu,
hvis vi skulle bestemme arealet af et vilkéarligt landomrade,
der ikke har denne afgrensning? Ja, sa kan man splitte land-
omréddet op i mindre omrader, der netop har navnte afgrans-
ning. S& beregnes arealet af hver af de mindre omrader, hvor-

efter disse arealer adderes. Summen er da tilnarmelsesvist

landomrédets areal.

Fig. 28: Det merkt markerede omrade skal fininddeles
i lengde-breddebuer, fer det samlede areal af

ABCD kan beregnes.

2.12. Jordens form.
Samtlige af de foregaende betragtniﬁger af Jorden bygger pa

forudsztringer om, at Jordern har form som en kugle. Det er

imidlertid mere korrekt at beskrive Jordens form som en flad-

trykt omdrejningsellipsoide. Nedenstaende figur illustrerer
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et lodret snit gennem Nordpolen dvs. et tversnit af Jorden.
Figuren er sterkt overdrevet m.h.t. Jordens form, men antyder
hvordan vinklen mellem horisontplanen og sigteplanen til Nord-

stjernen @ndres (fig. 29).

.. | A KVATOR

Fig. 29: En grov antydning af, hvorledes Jorden krummer. Vink-
len mellem tangenterne ved ®kvator er sterre end den

tilsvarende ved en af polerne.

Breddegraden :ndres fra 0° ved ®kvator til 90° ved Nordpolen.
Hastigheden hvormed denne vinkel andrer sig er ikke konstant,
men zndres hurtigere i et omrade ner ®kvator end i et nar
Nordpolen. Hvor stor mndringen er, kommer til udtryk 1 at en
lzngdebue pa 1° ved Nordpolen (og Sydpolen) er 111.69km og et
tilsvarende langdebuestykke pa 1% ved =kvator hér lengden
110.60km. Endvidere er radius i den storcirkel, som beskriver
gkvator, lig 6,378.160km. Radius i den "storcirkel" - som
altsd er en fladtrykt ellipse - der indeholder polerne, er
6,356.912km. Sidstnavnte er ievrigt ikke en radius, men den

halve lilleakse 1 "ellipsen".

Disse tal viser, hvor lille fladtrykningen egentlig er. Der-
for vil vi ogs& i det felgende antage, at Jorden har form som
en kugle, hvorved bade lazngde- og breddebuerne betragtes som
perfekte cirkler. Vores valgte beskrivelsesmodel af Jorden vir-

ker altsa rimelig akceptabel.

i
!
|
|




3. Kortprojektioner.

3.0, Indledning.
0fte far man brug for flade kort over omr&der af Jordens over-
flade. Det kan da vere rart at vide, hvilke egenskaber det

pageldende kort har. De egenskaber vi skal beskaftige os med

er, om et kort er afstandsbevarende langs visse retninger,

arealtro og/eller vinkelbevarende.

Man kan naturligvis lade sig neje med at vide, hvilke af de
nevnte egenskaber et kort besidder. Men det kan ogsa vere af
verdi at have en fornemmelse af, hvordan kort over sterre
eller mindre omrader fremstilles. Det er dette, vi her vil
beskrive, navnlig ud fra et matematisk synspunkt. Herved hli-
ver opgaven at afbilde en rumlig figur p& en plan. Dette vol-
der imidlertid visse problemer. Matematikeren F.C. Gauss
(1777-1855) har nemlig - med matematiske metoder - vist, at
det er umuligt at konstruere en afbildning, der har alle de
ovennavnte egenskaber, af en lukket flade, som f. eks. en
kugleflade eller en ellipsoide pad en plan. I forhold til kar-
tografiens historie er det bemsrkelsesverdigt sent, at denne

kendsgerning fastslds. Det hanger sammen med, at forudsatnin-

gerne - den analytiske geometri dvs. geometri med koordinat-
systemer - ferst for alvor ser dagens lys i det 17. - 18. &r-
hundrede. "

Man kan tale om, at rumlige figurer er udfoldelige. Det skal
forstés s&dan, at flader - idet de tenkes bestd af papir -
kan klippes op og derefter udfoldes til en plan figur. Dette
kan altsd ikke lade sig udfere med en kugleskal, men f. eks!
kan det geres med en terning. Omvendt kan man heller ikke

folde et ark papir om en kugle, uden at papiret bliver krallet.

Fotografering kan opfattes som en afbildning af rumlige gen-
stande pa en plan - den fotografiske plade. Ligesom man kan
fotografere personer og genstande i forskellige afstande ag
vinkler afhengig af, hvad man @nsker at fremhave, kan man ogsé
afbilde Jorden p& mange mé&der afhangig af, hvilke egenskaber
man ensker kortet skal have. Ved at kigge i et atlas vil man

da ogsa kunne se, at der er anvendt forskellige méder at re-
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presentere Jorden - eller dele deraf. Som regel er der skrevet
et navn eller begreb i et hjerne af kortet. Det henviser til
m&den, kortet er fremstillet p&. P& nogle kort er langde- og
breddebuerne afbildet som rette linjer, pa andre som krumme
kurver. P& atter andre kan lazngdebuerne vare repraesenteret af
rette linjer samtidig med, at breddebuernes reprasentation er

krumme kurver - eller omvendt.

Felles for alle anvendte reprasentationer af Jorden er, at de
ikke er af samme sterrelse som Jorden. Et kort over et omrade
er som bekendt vasentlig mindre end selve omradet. Enhver af-
bildning af omré&der pa Jorden er i virkeligheden foretaget ud
fra en nedskaleret udgave af Jorden: En globus. Det er et ud-
tryk for denne nedskalering, som er indeholdt i et malestoks~
forhold, der altid er angivet pa et kort. Et malestoksforhold
er i reglen angivet som f. eks. 1:2,000,000. Det kan betyde

to ting: Enten betyder det, at 1 cm p& kortet svarer til 2 mil-
lioner cm p& Jorden - dvs. 20 km. Eller det kan betyde, at ra-
dius r i den globe, der er brugt til kortafbildningen, er 2
millioner gange mindre end Jordens radius R, dvs. R/r =
2,000,000. Hvilken en af betydningerne, der er tale om i et
konkret tilfslde, er svert at afgere. Men hvis det er forholds-
vis lille omrade af Jorden der er afbildet, altsd hvor krum-
ningen er af mindre betydning, er det sandsynligvis den faer-
ste betydning, der-er brugt. Den anden bruges ofte ved afbild-

ninger af sterre omréder af Jorden.

Selvom man ikke kan konstruere et korrekt kort af Jorden, kan
man alligevel valge afbildningsmetoder, der bibeholder visse
egenskaber men altsé ikke alle! Egenskaberne kan besta i at
bevare arealer, bevare visse afstande eller bevarelse af vink-
ler mellem retninger. Man kan ogséd fremstille kort, hvis ve-
sentligste egenskab udelukkende bestar i, at omrader skal lig-
ne de tilsvarende p& globen. Disse kort bevarer sa ingen af

de fernzvnte egenskaber. Men "bevarelse" af former kan kun
opnés tilnermelsesvis, og det endda kun for forholdsvis sma
omrader af globen. Dette er klart, fordi kortet ellers ville

vere resultatet af en "korrekt" afbildning!

N&r vi senere beregner arealer af omrdder pa& globen i forhold




- 39 -

!

til tilsvarende omréder pad et kort, "arealforholdet", har vi
begrenset os til at se pa omrader afgraznset af langde- og
breddebuer. Dermed er de betragtede omrader en slags "rekt-
angler". Man kan indse, at man tilnazrmelsesvist kan bestemme
arealet af et vilkarligt omr&de, ndr blot man opdeler det i
smé& "rektangler" af navnte type. Hvis arealforholdet bestemt
af et vilkarligt omr&de antager vardien 1, kaldes afbildning-
en arealbevarende eller arealtro. Arealbevarende kort er me-
get anvendelige, hvis man ensker at sammenligne befolknings-

tetheder, nedbersforhold, fordeling af varer asv.

Ved vinklen mellem to buer i et punkt pd globen forstér vi
vinklen mellem tangenterne til buerne i det betragtede punkt.
Bevares s&danne vinkler ved en afbildning af globen, kaldes
afbildningen naturligt for vinkeltro eller vinkelbevarende.
Kort, der har denne egenskab kan vere velegnede til navige-
ring, idet kompaskurser (dvs. en retning, der danner samme
vinkel med éamtlige lzngdebuer p& Jorden) ved nogle kort af-

bildes i rette linjer.

Globen er den eneste reprasentation af Jorden, der har be-
varet afstande i alle retninger under.hensyntagen til méle-
stoksforholdet. Men nogle kort kan godt have bevaret afstan-
de langs disse retninger.

Der findes et vald af metoder til fremstilling af globen pa
en plan. Disse metoder har fellestrak, som vi i begraznset om-
fang vil opridse her:

Vi forestiller os en gennemsigtig kugleskal, hvorpd nogle
lengde- og breddecirkler er aftegnet, saledes at kugleover-
fladen er markeret som et grovmasket net. Derudover forestil-
ler vi os en flade, der kan udfoldes til en plan, og en lys-
kilde, der er placeret s&dan, at lysstralerne afbilder kugle-

skallens netmasker pa& fladen.

En sé&dan afbildning vil vi kalde en =gte geometrisk projek-

tion. En projektion i denne forstand fremkommer séledes ved
at afbilde en rumlig figur pé& en udfoldelig flade, ved at
forestille sig rette linjer trukket fra et s&kaldt sigtepunkt

(lyskildepunktet) gennem figurens punkter til skaring med
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billedfladen. Disse skaringspunkter kaldes projektionens bil-

ledpunkter.

Sigtepunktets og billedfladens indbyrdes placering og billed-
fladens form er hestemmende for projektionens udseende. De tre
mest grundlaggende projektionstyper er a) planprojektioner,

b) cylinderprojektioner og c) kegleprojektioner (fig. 30).

Fig. 30: a), b) og c) antyder, hvordan henholdsvis en plan-,

en cylinder- og en kegleprojektion kan etableres.

Ved planprojektioner er billedfladen en plan, der har eet
reringspunkt med globen. Ved cylinder- og kegleprojektioner
er billedfladen henholdsvis en cylinder og en kegle, der for
cylinderens vedkommende tangerer globen i en storcirkel. Keg-
len tangerer derimod globen i en lillecirkel. N&r cylinderen

og keglen tenkes klippet op og udfoldet, fremkommer det plane
kort.
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I praksis er det imidlertid kun f& kort, der er fremstillet
direkte ud fra en ®gte (geometrisk) projektion. De fleste kort
er dog oprindelig baseret p& en s&dan, men er viderebearbej-
det ved brug af matematiske modifikationer. Alligevel tillader
vi os at kalde alle afbildninger af globen pa en flade for

projektioner, hvorved vi har udvidet begrebets betydning.

Det er isvrigt ikke almindeligt at udfere projektionerne ved
ferst at folde en kegle eller cylinder. Oftest udferes af-

bildninger direkte til kortplanen gennem brug af matematiske
funktioner. Til ethvert punkt (¢,%) p& globen svarer nemlig
et punkt (x,y) p& kortet. Formelt kan dette illustreres sa-

ledes:

X
i}

flg,a)
glg,n)

<
1]

hvor?’og « henholdsvis er bredde- og langdegrader. Funktio-
nerne f og g skal fastlagges s& x og y bliver entydigt bestem-
te, dvs f og g er injektive. Men ved kun at arbejde med pro-

jektionerne pa& denne made, far man ikke den samme geometriske

forstédelse af forholdene.

N&r man vil fremstille kort, er der flere mader at gribe sagen
an pa. F. eks. kan man, som landmélere, foretage opmélinger af
begrznsede omrdder og indtegne resultaterne p& papir. Denne
metode er naturlig, nar byer eller lignende skal afbildes pa
sterre kort. En anden metode - og det er den vi vil bruge i de
til teksten knyttede konstruktionsopgaver - g&r ud pa& at frem-
stille et langde-breddebuenet p& papir, og derefter bruge ta-
beller over positioner forskellige steder p& Jorden og ind-
tegne disse. Sadanne positioner er bestemt ud fra astronomis-

ke observationer.

3.1. Mere modelsnak.

Det er altsad givet, at en kugle ikke kan udfoldes. Det er des-
uden nedvendigt at have flade representationer af en kugles
overflade - det vil her sige flade kort over Jorden - thi man

kan f. eks. ikke anvende en passer p& en globus eller pa runde

genstande imvrigt.
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plan = billedplanen. Sigtepunktet teznkes anbragt uendelig
langt vek fra globen. Oversat betyder det, at projektions-
linjerne, der jo udgar fra sigtepunktet, antages at vere pa-
rallelle. I praksis vil man naturligvis ikke opfatte sigte-
punktet som en uendelig fjern genstand, men man vil tanke pé

projektionen som en mengde af parallelle linjer.

Det er &benbart at den orthografiske projektion netop afbil-
der den halve globus, hvor randen af projektionens billede bli-
ver billedet af en storcirkel (zkvator, hvis en af polerne er

rgringspunktet mellem globe og billednlan).

e Genmdeligl fde

a)

Lt Lasklu.z (dvs. siﬁkepawl&).

Fig. 31: a) er en orthografisk projektion. b) er en gnomon-

isk projektion og c) er en stereografisk projektion.

Fig. 31 b) viser en centralprojektion, hvormed det antydes,
at sigtepunktet ligger i globens centrum. Projektionen kaldes

ogsa gnomonisk. (En gnomon er et gammelt solur, der angiver sol-
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hejde og klokkeslet. Et solur bestar f. eks. af en pind, som

stikkes lodret i jorden, hvorved dens retning er identisk med

en jordradies.)

Det ses, at denne projektion teoretisk set "kun" kan afbilde
en halvkugle - og det endda kun nesten: Lader vi nemlig en
plan(“ gennem centrum skeare globen med radius r saledes, atﬂ'
er parallel med billedplaneanB, da vil fellesmengden mellem
globen og T vere en storcirkel, der ikke afbildes, da ethvert
punkt p& storcirklen vil afbildes af en entydigt fastlagt
halvlinje 1 med endepunkt i sigtepunktet L, og denne halvlin-
je vil ikke skareW, idet {<T og 'U'“TB(fig. 32) .

Med en tilsvarende argumentation kan vises, at punkter P pa
kuglen med dist(P,Ty) > r heller ikke bliver afbildet.

Fig. 32: Storcirklen (evt. akvator) beliggende iTr bliver
ikke afbildet pa ‘WB.

I praksis kan man ikke arbejde med kort, der har udstrakning

sam en matematisk plan. Derfor vil det kun blive aktuelt at

afbilde punkter P p& globen, hvor dist(P,WB) er omtrent den

halve eller kvarte globeradius r.

En lignende projektionstype fas ved at flytte sigtepunktet L
fra globens centrum til et kugleoverfladepunkt sadan, at L

og billedplanens reringspunkt bliver diametralt modsatte
punkter. Denne type kaldes stereografisk projektion. (Fig.

71 c). Med den stereografiske projektion kan afbildes et stor-

re omrade end ved den gnomoniske. Vi kan se, at hele.globen



- L5 -
|
med untagelse af sigtepunktet selv - teoretisk set - kan af-
bildes. Ligesom fer vil der i praksis foretages restriktioner.
Vi vil ikke g& i dybden med denne projektion, bl.a. fordi den
minder en del om den gnomoniske, som dog er mere enkel at kon-

struere.

Som det fremgar af overskriften kaldes planprojektioner ogsa
for azimuthalprojektioner. Ordet azimuthal er egentlig et
arabisk udtryk for "rigtig retning". Det skal i denne sammen-
heng forstas sé&dan, at retninger ud fra reringspunktet ikke

e@ndres under en planprojektion.

Vi vil nu gennemgd den orthografiske og den gnomoniske pro-

jektion mere detaljeret.

3.3. Den orthografiske projektion.

20

180 TV 0

90

Fig. 33: Et kort fremstillet efter den orthografiske metode.
Her er Nordpolen brugt som reringspunkt. Kortet er

taget fra Introduction to Map Projections, (1979),
af P.W. McDonell.

Principielt er det ligegyldigt, hvilket punkt pa globen, der
bruges som reringspunkt til billedplanen. Det kunne f. eks.
vere en af polerne, et akvatorialpunkt eller den by du bor i.
Det vesentlige er, at man benytter et punkt, som er central
for det omrade, man taenker at kortlagge. I det felgende vil vi

dog nejes med at beskrive situationen, hvar Nordpolen N er
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valgt som tangeringspunkt for afbildningen. Vezlges Sydpolen

er situationen helt analog hermed..

Vi er interesseret i at bestemme billedet af en vilkarlig lang-
debue p& den nordlige halvkugle. Lad (A,B) vere et par af dia-
metralt modsatte punkter p& zkvator. Kaldes Nordpolen for N

vil (A,N) (og (B,N)) vere et par af ikke-diametralt modsatte
punkter. Settes C til at vere globens centrum vil (iflg. 2.2)
(A,N) sammen med C entydigt danne en starcirkelplanqr. Planen
Trindeholder imidlertid en mangde af parallelle sigtelinjer,
som (jo) skarer billedplanen'ﬂ'B ortogonalt. Da fazllesmzngden

af to skerende planer ﬂ’DgTTB er en ret linje, vil billedet

af en lengdebue vere et linjestykke (med langden dist(A,B)).

PL,,»
o
~
-
.
-
A}
.
\
1]
1
%
H
1
L]
’ ]
)
)
¢
’
.
¢
.
.
-

Fig. 34: Billedet af en vilkarlig l=ngdebue p& den nordlige
halvkugle under den orthografiske projektion. Be-
merk at billedplanen ikke rerer kugleskallen. Den

er af hensyn til anskueligheden parallelforskudt.

Alle breddecirklers planer er parallelle med ezkvatorplanen
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og dermed billedplaneanB. Og da projektionslinjerne er vin-
kelrette péTrB.vil billedet af en vilkérlig breddecirkel bli-
ve en cirkel med samme radius som den pég®ldende breddecirkels.
Altsé bliver billedet af flere breddecirkler en mazngde af kan-

centriske cirkier (fig. 35).

@) | b)

Fig. 35: a) viser lesngdebuernes billede under den orthogra-
fiske projektion. b) viser breddebuernes billede
under den orthografiske projektion. c) viser det

samlede billede af den orthografiske projektion.

Det er klart at lzngde-breddebuenettet vil se anderledes ud,

hvis man valgte et andet reringspunkt, f. eks. et zkvatorial-

punkt.

[
L
A 1 /]

~ o

Fig. 36: Lengde- og breddebuernes billede under den ortho-

b
) W
—

N

grafiske projektion, med et =kvatorialt rerings-

punkt.

Vi vil nu se p&, hvor meget afstande pad globen zndres ved pro-
jektionen. Vi indskrenker os til at finde afstande langs lang-

de- og breddebuer.
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Fig. 37: Omr&det ABDC’s billede under den orthografiske pro-

jektion.

-
e |«

s

Fig. 38a: AB’s billede under den orthografiske projektion.

Af synsmaessige arsager erTrB parallelforskudt.

Ty

Fig. 3Bb: Viser det mverste af fig. 37. Sammenhold de angiv-

skulle have tangeret i N.
ne sterrelser med fig. 37.

Lad A og B vere punkter pé& en vilkarlig l®=ngdebue pad den
nordlige halvkugle. De tildeles breddegraderne ¢ og ¢+ hen-
holdsvis. Billederne af A og B kaldes A’og B’ (fig. 37). Vi
snsker altsd& at bestemme forholdet mellem dist(A",B") og
distk(A,B). Af fig. 3Ba ser vi, at
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(1): distk(A,B) = Tr.8

hvor r er globens radius. Det tilsvarende stykke A’B’ pa& kor-
tet ses at have sterrelsen

(2): dist(A’,B") rcos¢ - rcos(¢+8)
r(cos¢y - cos(?+9)),

]

il

idet

(3): dist(A",B") dist(N,A”) - dist(N,B").

For vilkérlige ¢,© gelder additionsformlen cos(?+9) =

cosgcos@ - sinfsine, og vi far

(4): dist(A”,B") r(cos¢(1 - cos®) + sin?sin@)

og dermed

dist(A",B") _ cos¢(1 - cos@) + singsine

(5):
dist, (A,B) &

CDS?(-cose—(—cosD)) . sinfSlne .
©

i

Dette udtryk ser umiddelbart kompliceret ud, men betragter vi
en lille vinkel €, kan vi approximere udtrykket:

dist(A”,B")

(6): dlstk(A,B)

) sin? for e —»0 ,

-cos® -(-cosl)
& -0
for © —» 0, hvilket er resultater fra differentialregningen.

-»5in 0 = 0

idet 81ene —-—»1 for © %0 og

Dermed har vi for sm& verdier af &
(7): dist(A",B") = distk(A,B)~sin¢ < distk(A,B).

Lader vi ¢ g& mod %, hvilket svarer til, at punkterne A og B

er nar Nordpolen, ses, idet sir1%= 1, at

(8): dist(A’",B") = dist, (A,B).
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Sm& afstande langs langdebuer ved Nordpolen bliver saledes

afbildet i nesten "identiske" afstande.

Da en breddecirkel bliver afbildet i en cirkel af samme star-
relse, vil afstande langs breddebuer blive afbildet i iden-

tiske afstande. Altsa
(9): distk(A',C') = distk(A,C) = qrcos9y.
Dette ses af fig. 38 b).

Vi vil nu betragte et omrade afgranset af langde- ovg bred-

debuer. Dette omrade kalder vi ABCD i gverensstemmelse med

fig. 37.

Arealet af ABCD er tidligere (side 35) beregnet til
qrz(sin(?+e)—sinp). Vi kan ogsd& bestemme arealet af det
afbildede omrade A'B’C’D’. Idet arealet af en cirkel er Wgan-

ge kvadratet p& cirklens radius, f&s arealet Ar(A’B’'C’'D’) af

A’B°C’D" til

(10): Ar(A'B'C’D")

%x(rcosq)z - 3 (rcos(¢g+®))?
= %qrz(cosz¢ - c052(¢+9)),

thi vi betragter omraddet som differensen af to cirkelbue-

udsnit med centervinklen &. Arealforholdet bliver 58

Ar(A’B’C’D’) _ 1, cos?d - cos? (f+€)

(11): 2
Ar (ABCD) sin(?+9) - sin?

(Bemark at forholdet er uafhengig afe .) Hvis den orthografis-
ke projektion er arealbevarende skal udtrykket i (11) antage #

verdien 1 for alle valg af vinkler q>og<x. Men ved indsat- §

telse af f. eks. (/7=-% og 9=—'Zr

1/(8(f3-1)), hvilket er forskellig fra 1.

ses forholdet at veare

Vi kan undersege visse arealer p& en anden maéde. Vi forud-
sztter at © er lille, dvs. omrédet ABCD er smalt. Med let-
tere slerede briller kan ABCD p& kugleoverfladen betragtes

som et tilnzrmelsesvis plant "rektangel" med siderne AB og
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N )] s i) B
P Gt
[A A (A r-A C A\

Fig. 39: Den krumme og cirkelbuede "firkant" minder om det

tilsvarende plane rektangel i arealm&ssiglhenseende.

Fagi
AC (fig. 39). Arealet af en s&dan er jo sidernes sterrelse

"ganget med hinanden", dvs. vi med (1) og (9) har

(12): dist re-récos¢

merzcos?.

k(A,B)-distk(A,C)

Helt anmalogt hermed kan vi opfatte billedet A'B'C'D’ som et
"rektangel", nar (og kun nar) @ er lille. Da en breddebue og

dens billede har samme form og sterrelse har vi, at
(13): dist(A',B')~distk(A',C') = dist(A',B’)-distk(A,C).

Dette udtrykker altsa en approximeret udgave af billedets

areal for © lille. Arealforholdet med disse tilnmrmede areal-

er hliver altsé

dist(A’,B")-dist, (A,C) dist(A",B")

(14): =
distk(A,B)-distk(A,C) distk(A,B)

Dette er netop afstandsforholdet mellem lengdebuerne. I (6)
fandt vi

dist(A’",B")
distk(A,B)

(15): .__)sin? for ©—$0.

For sma & galder sé&, at

(16): dist(A’,B") = distk(A,B)-sin?.

Ved at betragte arealerne p& denne lidt segte facon, har vi

opnaet (sammenhold (14) og (16)), at
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(17): Ar(A’B’C’D’) ® Ar(ABCD) -sing,

nar © er lille. Lader vi herefter ¢ ga mod'%, dvs. sing gar
mod 1, fremgar det af (17), at arealerne nasten er ens. Skal
vi oversztte disse matematisk funderede resultater til vor
fysiske virkelighed, ma det blive, at den orthografiske pro-
jektion er tilnmrmelsesvis arealbevarende i narheden at Nord-
polen (eller reringspunktet). Dette stemmer (vel) ogsé rime-

ligt overens med vores umiddelbare opfattelse af situationen.

Projektionen er oftest anvendt netop ved afbildninger af et
polomréde eller et zkvatorditto. En vasentlig grund hertil
er, at den afbilder omrader ganske pant 1 overensstemmelse
med vores opfattelse af Jorden, dvs. hvis man sad godt til-

bagelanet ude i verdensrummet og betragtede Jorden derfra

(se fig. 33).

3.4. Den gnomoniske projektion.

- o ‘ (J’ .4

7

ST R

=2 WS -
STAINSS,
XSid 4(4""‘:&‘ ~~~
SO TR

Fig. 40: Gnomonisk kort med Nordpolen som tangeringspunkt.
Prgv at sammenligne det med fig. 33. Figuren er ta-
get fra Steers: An Introduction to the Study of Map
Projections (1970).

Den centrale eller gnomoniske projektion er af samme over-

overordnede beskaffenhed, som den orthografiske, blot er,
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som tidligere sagt, sigtepunktet flyttet fra at vere uendeligt
fjern fra globen til at vare i centrum af samme. Denne pro-
jektions tangentplan kan ligesom hos den othografiske princi-
pielt have et vilkarligt punkt pa& globen felles med globen.

Og igen vil vi for simpelheds skyld bruge Nordpolen N som

reringspunkt.

Vi vil ferst undersege projektionen af lzngdebuerne. Det be-
merkes, at N analogt til fer er et fast punkt for afbildningen
(thi en sigtelinje 1 gennem sigtepunktet L og Nordpolen sksrer

billedplanen i N).

Betragt et punkt P ¥ N p& den nordlige hemisfere. Linjestyk-
kerne LP og LN vil da frembringe en planT[, som indeholder
storcirkelbuen - langdecirklen - gennem N og P. Idet LN er
vinkelret p& og skmrer‘“B i en ret linje gennem N. Altsé vil
langdebuerne afbildes i rette linjer, der alle skarer hinanden

i N (fig. 41).

Umiddelbart ligner dette resultat det tilsvarende hos den
orthografiske projektion, men der er en forskel, og den ligger

begravet i afstandsforholdene, som vi vender tilbage til.

Fig. &1: Gnomonisk billede

af en lengdebue.
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Neste skridt i kortlagningen er at afbilde breddebuerne fra

den nordlige halvkugle.

Betragter vi forst en planqr, der indeholder en breddecirkel
p& den nordlige halvkugle, s& ses projektionen af breddecirk-

len p& |l at vaere breddecirklen selv.

Dernast kan vi danne en kegle med toppunkt i L og afgranset

af breddecirklen frembringes grundfladen for keglen. (Fig. 42a)

Fig. 42: a) og b) viser skridtene i afbildningen ved den gno-

moniske projektion.

Hzjden h i keglen er da mindre en radius i globen. Forages
hejden s& h = dist(L,N) = r, sa vil grundfladen i denne kegle
fremkomme ved at lade‘“B skare keglen i et vandret snit -og
det er en cirkel med sterre radius end breddecirklens. (Fig.
4L2b).

Vi vil analogt med den orthografiske projektion undersage aft-

standsforholdene under afbildningen.

Lad A og B vere punkter p& en langdebue og A’ og B’ vere de til-
herende billedpunkter. Vi vil da bestemme forholdet:

dist(A”,B")

distk(A,E)

(1):

Af fig. 43 finder vi, at

(2): tan<NLA" =tan (E-¢) _ dist(N,A7)
r

o
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(3): tan<NLB’ = tan (%-(¢+9)) = dist(N,B ),
r
idet @ 0g ¢+6 er bredegraderne for henholdsvis A og B, og L

er globens centrum (fig. 43).

Fig. 43: Omradet ABDC’s billede under den gnomoniske projek-

tion.

Vi kan omskrive (2) og (3) til

rtan(g-p) = rcot¢

(4): dist(N,A")

og
(5): dist(N,B")

rtan({—(?+9)) = rcot(¢+e).
Med dist(A’,B’) = dist(N,A’) - dist(N,B’) har vi, at
(6): dist(A’,B") = r(coteg - cot(¢+e@)).

Da cotangens er forholdet mellem cosinus og sinus kan (6)

omskrives til

(7): dist(A’,B’) = (C9S@ _ cos(¢+e),
sin¢ sin(@+®)
- rsin(?+6)cos¢— cos{¢+@)sing
sin(¢+&)sing

Ved anvendelse af additionsformlen sin((¢+6)—¢) =

sin(¢+9)cos¢ - sin?cos(¢+9) far vi

. psin((¢+®)-p)
sin(¢+9)sinf

(B): dist(A’,B")
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sin®
sin(¢+9)sin?

Da distk(A,B) - 1.6 bliver afstandsforholdet

(9): dist(A”,B") _ sin@
distk(A,B) esin(¢+9)sin¢
_sing 1

& sin(p+6)sing

Lader vi s& 6 vandre mod et meget lille sted (p& globen sva-

rer det til, at vi ser pd et lille stykke lengdebue) kan (9)
reduceres til:

dist(A",B) 4.1 .1 for & —0.

distk(A,B) sin?¢ sinzy

(10):

Heraf ses det, at sm& afstande n&r Nordpolen (tangeringspunk-
tet) langs langdebuer bliver bevaret nogenlunde, idet
1

sin?¢

—-»1 for ?-—ag;

For at f& et indtryk af hvor meget afstande langs breddebu-

er foreges, kan vi betragte centervinklen & (fig. 43) mellem
punkterne A og C p& breddegraden f. Vinklen mellem billed-
stykkerne NA’ og NC’ er da ligeledes X. Afstandsforholdet bli-

ver sa

distk(A’,E') adist(N,A")
(11): =
distk(A,C) g rcosy

dist(N,A")
I‘COSP

Indsztter vi (&) i (11) fés

distk(A',E') rcot ¢
(12): =
distk(A,C) rcos ¢

1

sinp




- 57 -

i

Dette resultat siger os - som tidligere fundet - at skvator
ikke bliver afbildet, thi —— —» o for ¢ — 0.

sinf

Den gnomoniske projektions anvendelse har tidligere vaeret ud-

bredt, men er efterhanden blevet erstattet af bedre projek-
tionstyper. Man har f. eks. brugt den sammen med Mercatorpro-
jektionen (om denne side 64) til navigation, fordi langdebu-
erne bliver afbildet i rette linjer samtidig med, at den er

azimuthal, alts& retningstro udfra Nordpolen.

3.5, Cylinderprojektioner.

Sam omtalt i indledningen kan en globus afbildes pa en cylin-
der, der ved opklipning giver et kort. I de tilfazlde vi ser
pa, er cylinderen anbragt om globen saledes, at den tangerer
denne i1 en storcirkel. Sigtepunktet L kan principielt anbrin-
ges flere steder udenfor eller indeni globen. Vi indskranker
os til at undersege projektioner, hvor sigtepunktet er place-
ret 1 centrum af globen. Desuden er cylinderen i alle tilf=lde
tenkt placeret med zkvator som tangeringscirkel. Den geometrisk
#gte projektion har i denne situation ingen praktisk betydning.
Det har afledninger af den til gengzld. To af disse - Mercator-
projektionen og Lamberts arealtro cylinderprojektion - vil bli-
ve behandlet i dette kapitel. Da de begge i grunden udspringer
af den ®=gte projektion og kan sammenlignes hermed, undersmger
vi ogsé dennes udseende og egenskéber i det felgende. Projek-
tionen kaldes den centralcylindriske, og det hentyder til sig-
tepunktets beliggenhed. Men vi vil ferst beskrive hvad vi for-
star ved en cylinder...

Rotationsakse

Frembringere
Fig. &44: Frembringelse

af en cylin-

der,
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En cylinder er en figur, der taenkes frembragt ved rotation af
en ret linje om en akse (linje), der er parallel med linjen.
Enhver s&dan linje kaldes en frembringer for cylinderen. Cy-
linderens langde er derfor - matematisk set - uendelig. Cylin-
derens radius i projektionsejemed er lig med globens, r, thi
omkredsen af cylinderen er lig langden af en storcirkel pa
globen (fig. 4&4).

3.6. Den centralcylinderiske projektion.

b Yk % / o ¥
| v 1P )
"f ? oL | M 4 .
2 i 4
‘ 14 r ’
N, 7! b I ¢“ 4$qﬁ{ “ !
L ( ZRANNE = |
st '*‘\ . ] \ ’/ B, k -
alP ~ .
; \LERNRRR (A ARTN A
z’ DNaEdl
0"
ﬁﬁy””/AMME

Fig. 45: Et verdenskort dannet ved brug af den centralcylin-

deriske projektion. Kortet er fra

Det forste vi bemarker er, at polerne ikke bliver afbildet péa
cylinderen, thi sigtelinjen gennem sigtepunktet og polerne
netop svarer til rotationsaksen, som jo har afstanden r>0 til

alle cylinderens frembringere (fig. 46).

Vi er interesserede i at afbilde lengde- og breddebuerne med

henblik p& at undersege disses egenskaber nd kortet. .
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Fig. 46: Nord- og Sydpolen af-

bildes ikke med denne

projektion.

Fig. 47: Lengdebuernes billede
under den centralcy-

linderiske projektion.

Akvatorplanen ses at skare cylinderen i en cirkel, der har
samme radius r som globen. Vi betragter nu to diametralt mod-
satte punkter A og B p& ®kvator. Gennem hver af disse gar
netop en frembringer for cylinderen. Da A og B begge er be-
liggende p& samme lengdecirkel, ses dennes planqr at skare
cylinderen i netop de to frembringere gennem A og B. Da T
ogsa indeholder sigtepunktet L vil en halv lsngdebue - fra
pol til pol eksklusive disse - blive afbildet i en ret lin-
je (fig. 47).

Vi vil bestemme breddebuernes billeder. Vi lader en ret lin-
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je 1, forskellig fra rotatiansaksén, der indeholder L, skeare
globen. Fzllesmazngden mellem 1 og globen er da to punkter.

Disse er beliggende p4d henholdsvis den nordlige og den sydll-
ge halvkugle svarende til breddegraderne ¢ og ¢@+TW, hvor D<¢<—

Vinklen mellem 1 og cyllnderens rotationsakse er da - ¢

Vi betragter nu kun den nordlige halvkugle. De tilsvarende
begivenheder p& den sydlige halvkugle er analoge. Altsa vi
ser p& halvlinjen 1°cl med endepunkt i L og med vinklen ¢ til
skvatorplanen (fig. 48). Vi lader 1’ rotere om cylinderens

" rotationsakse. Derved bliver enhver stilling af 1° frembrin-
ger for keglen med toppunkt 1 L. Denne kegles fazllesmangde
med cylinderen bliver s& en cirkel med samme radius r som ek-
vator, og da § er vilkarlig valgt, vil breddebuerne alle bli-
ver afbildet i sadanne cirkler (fig. 48).

Fig. 48: Billedet af en

breddecirkel.

1
'

/
y :+mudﬁw
£ . adergan

Nar cylinderen klippes op langs en frembringer vil billeder-
ne af lengde- og breddebuer vare rette linjer. En langdebues
billede vil skzre samtlige breddebuers billeder under en ret
vinkel. Tilsvarende vil billedet af en breddebue skare alle

lzngdebuebilleder under en ret vinkel.

Nu har vi set det geometriske indhold 1 afbildningen. Naste
skridt bliver, at se de konkrete forandringer, der sker. Altséa

hvor meget afstande'langs lengde- og breddebuer bliver forvran-

get.

Figur 49 illustrerer en globus indlejret i en cylinder. Vi



SRR e DN L AR SR, e RO TR e T

- 61 -

Fig. 49: AB’s billede under den cen- s
tralcylinderiske projekti- ‘\~====_————::>

on.

underseger, hvad der sker, nar to punkter p& samme langdebue
bliver afbildet.

Lad A og B vere punkter pa den nordlige halvkugle og belig-

gende pé samme lezngdebue. Billedpunkterne af disse kaldes A’
og B” henholdsvis. Breddegraden til A er @ og til B er bred-
degraden ¢+6. Globens centrum og radius sazttes til L respek-

tiv r.

Af fig. 49 fremgdr, at

dist(E,B")

r

(1)- tan<ELB’ =

og
dist(E,A")

r

(2): tan<ELA’ =

eller ved indsattelse af breddegraderne:

_ dist(E,B")

r

(3): tan(?+6)

og
dist(E,A")
r

(4): tan()a =

Det fremgdr umiddelbart af fig. 49 at
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dist(E£,B") - dist(E,A") ,

hvor E er tangerinspunktet beliggende pa samme frembringer som

A og B’. Ved at anvende (3) og (4) kan vi udtrykke afstanden

mellem A” og B’ ved

(6): dist(A’,B")

i

il

rtan(@+@) - rtang
r(tan(g+e) - tang)
tan® + tan®
1 - tangtan®

r(

- tanp)

Det sidste lighedstegn felger af additionsformlen for tangens.

Vi satter dette pé& "falles brekstreg" og udnytter, at tangens

kan udtrykkes ved cosinus og sinus:

(7): dist(A",B")

Det gazlder for alle veR, at sin?v + cos?v = 1.

gelder additionsformlen

der vi p& (7) og féar:

(8): dist(A’,B")

rtans(’l'+ tan?@)
1 - tanptane
2 s 2
(ces (/’+ sin V)
cos?¥ cos?¢
1 - tan?tané
sina(COSZW + siano

tane

rcusa cos?¢@
1 - sinysir@
Cospcose

cospcos@ - sinysine

sin®@ 1

cos® cos?¢

cos¢cos®  sin¢sind

cos¢cos® cosPcose
sin® 1
rcose cos?¢

cos(¢+6)

cosgcos®

sin®cosgcos®

cosecosz¢cos(¢+9)

Dette og at der

cos(p+6) anven-
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sin®

cos¢c05(¢+9)

Pa globen antager afstanden distk(A,B) mellem A og B vardien

ré. Herved bliver den neojagtige afstandsforegelse langs en

lzngdebue:
r sin®
(9): dist(A”,B") _ _cos¢cos(¢+®)
distk(A,B) r-e
- sin®
©cosycos (P+e)

Betragter vi en lille afstand langs lazngdebuen dvs. & er 1il-
le og udnytter at E%;Q —» 1 for & —» 0 samt at Cos(?+9)-—9
cosg for © —» 0 kan vi reducere (9) til

dist(A”,B") sine, 1

(10): = 5
dist, (A,B) cosgcos (p+6)
- -1 for e—»0.
cos’p

Fortolket svarer resultatet i (10) til, at projektionen ikke
er afstandshevarende langs langdebuer. Men ved eftersyn opnés

(R
CDS%P

denne bevarenhed nazsten i omradet ner akvator, thi

for ¢ -0,

Vi vil nu undersege, hvorledes afstandsforandringerne tager

sig ud langs breddebuerne. Fig. 50 antyder forholdene.

Fig. 50: Breddecirklen har
radien Ty, 0g bil- Q~—§
ledet har radien r. ' P
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Et punkt A pa globen har breddegraden ? og billedpunktet A”.
Opgaven kommer ud pa, at udtrykke forholdet mellem radius i
billedcirklen - sumbjo er konstant lig globens radius r - og

breddecirklens radius T - Af fig. 50 fremgéar, at
K11): Ty = rcos§.

altsa bliver afstandsforholdet

(12): r . T
r? rcus¢
= 1 °
cosw

Dette viser, at afstande langs =kvator bliver hevaret, idet
cos @= 1 for ¢-= 0. Afstande langs breddebuer ner zkvator

vil af samme &rsag vere tilnarmelsesvis bevaret. Projektionen
bliver aldrig brugt i praksis, nok fordi den ikke besidder no-

gen saregne og nyttige egenskaber.

3.7 Mercatorprojektionen.
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Fig. 51: Et Mercatorkort hentet fra Steers: An Introduction
to the Study of Map Projections, (1970) .
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Det mé& med det samme siges, at Mercatorprojektionen er meget
brugt til verdenskort og er samtidig den mest benyttede i
farbindelse med navigering pé& havene. Navigation er derfor

en sag, vi vil forfelge et stykke i denne sammenhang.

ARlle ved, at et kompas angiver - nasten uanset hvor vi befin-
der os - nord- og sydretningen p& kloden. G&r vi i kompassets
nordvendte retning gar vi tilnsrmelsesvis langs en langdebue.
At det kun er tilnazrmelsesvist skyldes, at kompasset angiver
retningen til Jordens magnetiske Nordpol og langdebuerne skea-
rer hinanden i Jordens geografiske Nordpol, der ligger et
stykke fra den magnetiske. Denne uoverensstemmelse vil vi

dog se bort fra her. Drejer vi 90 grader til heojre eller
venstre og gar videre, s& vandrer vi langs en breddebue. Det
vil sige, at vi med et kompas og en vinkelmdler i handerne
kan aflase, med hvilken vinkel vi skarer l®ngdebuerne, nar vi
traver langs en fast retning. Dette lader sig ogs& praktisere
pd seen, og derfor er det smart at vere i besiddelse af et
kort, hvorp& man kan tegne sadanne retninger som simple kur-

ver - dvs. rette linjer.

P& et kort kaldes kompasretninger for loxodromer. Et eksem-
pel pd et kort med den egenskab, at loxodromer er rette lin-
jer, er Mercatorkortet. Til sammenligning kan ses p& fig. 52,

hvordan en loxodrom tager sig ud p& en planprojektion.

fig. 52: Den snoede kurve -
loxodromen - afskarer
de planprojicerede

langdebuer under en

konstant vinkel. Fi-

guren er taget fra:
Introduction to Map
Projections, 1979,
af McDonell.

Dette korts betegnelse skyldes ophavsmanden: Gerard Kremer
(1512 - 1584). Han udviklede denne projektionstype til at

fremstille et verdenskort, som udgaves i 1569. Kremer betyder
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kremmer (handelsmand), hvis latinske oversattelse er Mercator.

Afsztter man to punkter A og B pad et centralcylindrisk kort
og forbinder A og B med en ret linje, ser vi, at linjen ska~
rer lzngdebuernes billeder under en konstant vinkel (fig. 53).
Meh opnar vi ogsd at komme fra A til B, hvis vi péd en globus

eller p& Jorden fulgte denne afstukkede kurs fra kortet? nix!

-~ r4
s

i)\

Fig. 53: Retningen fra A til B’s skaring med langdebuerne pa

et centralcylinderisk kort.

En nedvendig betingelse for at nd til B vil vare, at v (pd
figuren) ogs& er den vinkel vi afskszrer lzngdebuerne pa Jorden
med. Og det er ikke tilfmldet. Godt nok er vinklerne mellem
billederne af lzngde- og breddebuerne rette som p& Jorden,

men det er ogsé de eneste vinkler, der her er bevaret.

I den centralcylindriske afbildning s& vi, at afstande langs

hvor

breddecirkler sndres med den lokalbestemte faktor clsy’
g er breddegraden. For at opnd vinkelbevarenhed hos en cylin-
derprojektion ma vi fordre, at afstande langs en langdebue
#ndres med samme lokale faktor. Det svarer blot til, at vi i
et koordinatsystem far overensstemmelse mellem enheder pad beg-

ge akser.

For at opné dette betragter vi en infinitesimal afstand mellem
to breddebuer p& globen. Den kalder vi dy, svarende til en

"meget 1ille" afstand langs en sedvanlig "y-retning" pa kor-
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tet. P& globen svarer dette til en breddegradsforskel pa dg
og dermed afstanden rde langs lengdebuen. Vi understreger, at

dette var 1lidt lest fortalt. Altséa:

_ 1
dy = rt:ms(fd(P
eller
B 1
vy = rjcosqd¢

Denne stamfunktion kan beregnes til

+ tang),

nadr der integreres fra skvator (dvs ¢ = 0) til en vilkarlig

breddegrad ¢ . (1n er den naturlige logaritme.)

For en given radius r kan man tabellere (?,3)—vmrdier og ad

den vej frembringe l®ngde-breddebuenettet til et Mercatorkort

(fig. 5&4).

?0°

T5°

éo°

30°

i8°

akvator
90° T5° go® 45° Bo® {5° 0O 45 3 45 6o 15 %°

D°

Fig. 54: Lzngde- breddebuenettet ved Mercatorprojektionen.

Radius i "globen" er sat til %; cm.
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Den korteste afstand mellem to punkter pa Jorden bestemmes
langs en storcirkelbue gennem punkterne. Storcirkler afskarer
imidlertid kun lengdebuer under konstant vinkel i visse til-
felde - nemlig nér storcirklen er mkvator eller en lazngdebue.
Hvis man sejler langt, kan det veare gskonomisk at sejle den
korteste afstand. Men storcirkelbuer afbildes ikke i rette
linjer p& et Mercatorkort. I praksis sejler man langs loxo-
dromerne, og beregner med mellemrum en ny kompaskurs saledes,
at man sukcessivt tilnarmer den aktuelle storcirkelbue. (Fig.

51).

%.8. Lamberts arealbevarende cylinderiske projektion.

> = L
& - r .L‘. "r
‘ A~ - A~ 4
\ e S 40
'x\ S % — 2\ o 20
~al LT { LS dHIVARAEY
AT :
N NTT T SE IO
} \ / v 1 > -
b1
i 140
—Pote
=90
0

Fig. 55: Taget fra McDonell: Introduction to Map Projections,
(1979) .

Denne projektion er principielt anderledes end de to foregé-
ende. Hvor den centralcylinderiske projektion havde ét sigte-
punkt placeret i centrum af globen, og Mercatorprojektionen
er en "trigonometrisk" manipulation af denne, har den areal-
bevarende projektion "en hel akse af sigtepunkter", nemlig

en diameter.

For simpeltheds skyld valger vi poldiameteren som "sigte-

punkt". (Fig. 56).

Hver af breddebuernes planer vil indeholde et sigtepunkt, og
dermed vil deres billeder vere fzllesmengden mellem cylinder-
en og breddebuernes planer, hvilket er en cirkel med samme

radius r som globens.



Fig. 56: Lyskilden er hele
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Fig. 57: Lambert’s arealbevarende cylindriske kort under ud-

rulning. Kortet er taget fra: "Den korteste ve]j
mellem to punkter p& et landkort", (1984), af M. E.
Larsen.

I mods=tning til begge de foregéende cylinderiske projektio-
ner vil polerne her blive afbildet, idet en tangentplan til

en pol, som er sigtepunkt, vil skezre cylinderen i en cirkel.
Der er derfor ikke tale om en afbildning i ordinzr forstand,

(fordi €t punkt bliver fert over i en mengde af forskellige

punkter).

Lengdecirklernes planer indeholder samtlige sigtepunkter og
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skerer cylinderen i rette linjer. Derfor afbildes l=ngdecir-
klerne i rette linjestykker, hvis l®ngde er 2rr, nemlig glo-

bens diameter.

Ui vil herefter beregne nogle konkrete ®ndringer projektionen

indebearer.

Punkterne A’ og B’ er billederne af punkterne A og B p& globen
(fig. 58). A og B har breddegraderne ¢ og ¢+ henholdsvis, og ’ :

A og B ligger pé& samme l:zngdebue.

Fig..58: AB's billede under Lamberts' arealbevarende cylin-
driske projektion.

dist(A",B")

dist, (A,B)

hvor

Vi er interesseret i at bestemme forholdet

distk(A,B) = r@. Af fig. 58 fremgar, at
(1): dist(A’,B”) = dist(B",E) - dist(A",E) ,

hvor E er reringspunktet beliggende pd samme langdebue som A

og B. Endvidere ses, at

(2): sin<Eon = GESEATLE) o gigt (A E)

= rsing ;
T ?
0g
(3): sin<EDB = dist(B’,E) = dist(B’,E) = rsin(¢+e) ,

r

hvor 0 er globens centrum.



-7 -

Vi har nu, at

(4): dist(A’,B") _ sin(#+e) - sin¢
distk(A,B) ©

Der gelder additionsformlen for sinus: sin(p+®) = singcos® + ;

sin9605¢. Indsettes dette i (4) fas

(5): dist(A’,B") _ singcos® + sindcosy - sing
dist, (A,B) ©

_ sin¢(cose - 1) sin®
= ) * 75 cosg .

Betragter vi s& en lille vinkel® svarende til et lille stykke

y
AB féas, i stedet for (5),

dist(A’,B")

(6): ~» sing.0 + 1-cos¢ = cos¢ for & — 0,

dist, (A,B)
. sin@ cos@ - 1 : .
idet —— - 1 o0g — e — —>0 for ®—0. Dvs. afbildningen

kun er afstandstro langs lengdebuerne i narheden af &kvator -
og det endda kun tilnarmelsesvist. Det ses af, at cos¢ -1

for ? -2 0.

Breddebuerne bliver afbildet ligesom i den centralcylindriske

projektion. Derfor ®ndres breddebuerne med den lokale faktor

under afbildningen.
cos?

Det specielle ved denne afbildning er, at den er arealtro. Vi
har tidligere bemsrket (kap. 2.2.), at globens overfladeareal
er 4fr?. Ved Lamberts projektion er kortets areal lig cylinde-

rens hejde, 2r, multipliceret med dens omkreds (= skvators),

2rnr, hvilket giver 4xr?. Alts& er globens totale overfladeare-

al lig kortets totale areal.

Men begrebet arealtro dskker ogsa over, at vilka&rlige omréder
skal bevare deres arealer under afbildningen. Lader vi derfor
ABCD vere et omrade pa& globen afgrznset af langde- og bredde-
buer, og A'B'C’D’ billedet af dette omrade, s& skal vi bestem-
me forholdet mellem arealerne Ar(ABCD) og Ar(A’B'ﬁ'D')}(fig. 59).
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w/, 1:
K+ 0)
<%
AxvAatoR Lr
1

%y

Fig. 59: Omradet ABCD’s billede under Lamberts’® arealbeva-

rende cylinderiske projektion.
Vi har tidligere fundet, at:
(7): dist(A’,B") = r(sin(?+e) - sinV).

Settes lazngdegradsforskellen mellem lengdebuerne indeholdende

A8 hhv. EB til &, da vil afstanden mellem lzngdebuernes bille-

der vere konstant lig med r&. Dvs., at

dist(B’,D")
- .

(8): dist(A’,C")

1

Da AB’C’D’ er et (m=gte) rektangel vil arealet af billedet bli-

ve.:

dist(A',C')-dist(A',B')
rtx.r(sin(f+9) - sing)
K-rz(sin(?+9) - Sin¢), *

i

(9): Ar(A"B'C’'D")

H

hvilket precis er lig Ar(ABCD) (se kap. 2.11.). Dermed har vi
godtgjort, at Lamberts projektion er arealbevarende, thi vi

tilnermelsesvist kan inddele et hvilket som helst omrade i et
antal mindre omrader, som hver for sig er afgrenset af langde-

og breddebuer, og billedernes arealer kan beregnes af (9).

Lamberts arealtro projektion er sjaldent brugt, men kan med
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rimeligt resultat anvendes til kortlegning af omr@der nzr =k-

vator.

3.9. Kegleprojektioner.
En kegleprojektion er en afbildning af en globus p& en kegle,'

der er anbragt séledes, at en lillecirkel p& globen er tange-

ringscirkel til keglen. %

Fig. 60: Her er en kegle anbragt ;
saledes, at en bredde-
cirkel er tangerings-

cirkel. En sadan kaldes [ ok

en standardbredde. \/ S tamdard bredds

53

Den normale strategi er at anbringe projektionens sigtepunkt

L 1 globens centrum og lade tangeringscirklen vare en bestemt'i?h
breddecirkel, der altsd ikke kan vare ®kvator. Herved opstéar

to mulige afbildningssystemer: Enten at lade tangeringscirklen
vere pa den sydlige eller pd den nordlige halvkugle. Vi har

pé grund af den mere udbredte anvendelse valgt at undersege

sidstnavnte tilfazlde.

Tangeringscirklen mellem keglen og globen kaldes for en stan-

dardbredde, hvorved der refereres til en breddecirkel.

Det er nzsten &benbart, at vort valg af standardbredde - p&

den norlige halvkugle - medferer, at en vasentlig del af den

sydlige halvkugle ikke kan afbildes. For bl.a. at indse dette

vil vi definere, hvad vi forstédr ved en kegle.

En kegle er en rumlig figur, det her tznkes frembragt ved ro-
tation af en halvlinje om en akse, hvor halvlinjens endepunkt
er ét fixpunkt for rotationen. Derved danner halvlinjen en

vinkel? - der er konstant under rotationen - med aksen. Enhver

sédan halvlinje kaldes en frembringer for keglen (fig. 61).
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‘Fig. 61: Frembringelse af en kegle.

I praksis vil der naturligvis ikke vare tale om en halvlinje
i matematisk forstand, men derimod om et begrenset linjestyk-
ke, som stdr i rimlig sterrelsesforhold til den anvendte glo-

'bus.

For at se kegleprojektionens umiddelbare begransning kalder
vi-sigtepunktet i globens centrum for L og billedpunktet af
Nordpolen for N”, der tillige er keglens toppunkt. Linjen 1
gennem L og N° er herved keglens rotationsakse. Vi parallel-
forskyder keglen stykket N’L s& den forskudte kegles toppunkt
bliver L (fig. 62). Derved opnas, at det sydlige af globens
omrade, som er afgrenset af den forskudte kegles frembringere,

ikke vil blive afbildet p& den oprindelige kegle.

Der findes et storre antal kegleprojektioner, hvoraf de fleste
ikke er =gte projektioner i geometrisk forstand. Man kan be-
merke, at hvis keglens toppunkt tenkes anbragt uendeligt fjernt
fra globen i stedet for i globens centrum, vil vinklen mellem
frembringer og rotationsakse g& mod nul og projektionen vil

udartes til en cylinderprojektion (fig. 63).

Den nok mest anvendte kegleprojektion er den "simple perspek-
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tiv kegleprojektion", og som derfor vil blive beskrevet narme-

re 1 det felgende.

)

)
.
'
'
‘
.
.
1
'
'
}
'

Fig. 62: Det "skraverede" omrade afbildes ikke ved en kegle-
projektion. '

Fig. 63: Antydning af en cylinderprojektion. Et grensetilfel-
de af en kegleprojektion.

5.10. Den simple perspektiv kegleprojektion.

Vi viser ferst, hvorledes langde- og breddebuer bliver af-
bildet p& keglen. Dern®st underseger vi hvorledes keglens ud-
foldning tager sig ud, specielt hvordan langde- og breddebuer-

ne tager sig ud pa det flade kort.

Tangeringscirklen er en breddecirkel #$ mkvator. Vi lader A

og B vere to diametralt modsatte punkter pa& denne cirkel. Gen-
nem A og B vil der netop g& én lengdebue. Keglens rotations-
akse vil indeholde Nordpolen N, sigtepunktet L og midtpunktet
af diameteren AB samt keglens toppunkt N’. Langdecirklens

plan nlfrembragt af NA og NB vil tillige vere frembragt af

N°A og N’B, hvorved billedet af en lengdecirkel netop er to

af keglens frembringere. (Fig. 64).

¥i vil s& se p& breddecirklernes billeder. Det er &benbart,
at standardbreddens plan skarer keglen 1 breddecirklen selv,

fsigtelingerne fra L gennem standardbreddens punkter skarer
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Fig. 64: Billedet af en langdecirkel under den simple perspek-
tiv kegleprojektion.

keglens frembringere i standardbreddens punkter.) Det er e]
heller svaert at se, at en vilkédrlig breddecirkels billede er
en cirkel, dog med en anden radius end breddecirklens. Men bil-

ledets centrum vil ligge pé& keglens rotationsakse gennem N” og L.

Vinklen mellem den betragtede kegles rotationsakse og en vil-
k&rlig af dens frembringere er lig breddegraden til standard-

breddens punkter. Dette er indlysende, thi globeradien fra L
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(sigtepunktet) til et punkt P p& standardbredden er vinkelret
péd keglefrembringeren NP (NP er tangent til globen). Bred-
degraden til P er ¢ og vinklen mellem LP og rotationsaksen

vil dermed vere ¥ -¢. Altsd er <LN'P = ¥ -(<N’PL+<PLN") =

r-(5+(E-9)) = 9. (fig. 65).

Fig. 65: Vinklen LN'P =g

Vi vil herefter undersege afstandsforholdet mellem billedet

af et lengdebuestykke og lzngdebuestykket selv. Betragt der-
til fig. 66.

Fig. 66: Skitse og bogstavering
til bestemmelse af lang-
debuers forvrangning ved

afbildningen.
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Lad globen have radien r, s& vil
(1): distk(A,B) = ¥y,

hvor 4 er breddegradsforskellen mellem breddegraderne til A og
B. Vi ensker i forste omgang at finde et udtryk for dist(A",B"),
altsd for afstanden mellem billedpunkterne A” og B'. Af fig. 66
felger, at

dist(S5,B")
dist(L,S)

1]

(2): tan<SLB’

og

(3): tan<SLA’ = dist(S,R")
dist(L,S)

hvor 5§ er punktet p& standardbredden og som ligger pé& samme
frembringer som A” og B’. Det ses, at dist(L,S5) = r. Desuden
er <SLB" = @+¢-¢ og <SLA" =& -¢. Vi kan s& omredigere (2) og
(3) til

{]

(4): dist(5,B7) rtan(a+1—r)
0g

(5): dist(S,A")

rtan®-¢).
Udnytter vi sa, at

(6): dist(A’,B") = dist(5,B") - dist(5,A"),
indses felgende ((4) og (5) indsattes 1 (6)):

(7): dist(A",B")

r(tan(@+y-¢)+tan(e-¢))
r(tan((e—f)ﬁ¢)+tan(9—¢))

"

Additionsformlen for tangens med sum af to vinkler - her ©-9)
tan® -¢)+tan¥ Dette

1-tan(e -?)tan'\v

ogay - antager formen: tan((e-@)+y) =
indszttes i (7):
tan® -¢@)+tany

1-tan®© -¢)tany
l,tan(e— ¢)+tany - tan(® -¢)(1-tan(® -¢)tany)

(B): dist(A’,B") = r( - tan(e-¢))

1 - tan(e-@)tany

)
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I?tan"P + tanz(e—‘[’)tan"y.
1 - tan(e—so)tan'{l

Det andet lighedstegn felger af at have lavet fzllesnavner.
Tangens kan skrives som forholdet mellem sinus og cosinus.

Det vil vi bruge her:

_ rtan’f'(’l+tz5m2('9 -¢))
1 - tan(@-¢)tan¥

cos?(@-¢) + sinz(e—‘f))
cos?(@ -¢)

1 - tan(@-¢) tany

1

cos?(e-¢)

1 - tan(®-¢@)tany
sin¥

cos¥cos?(©-¢)

_ sin(6-¢)siny
cos(®-p)cosy

(9): dist(A’,B")

tan(

= T

tany .

= T

sin¥
cosPcos? (@ - @)
cos(@-@)cosy - sin(@-¢)siny
cos(e-plcos ¥

= I

Med additionsformlen: Cos(e-f)cos#’— sin(e-g)siny =
cos((e-—?)w{/) i baghénden, kan (9) omskrives til

sin¥
- rcus?’cusz(s -<p')
cos (e -¢)+Y)
cos (®-¢)cosy
sin ¥ .
cos(®-9)cos ((9-¢)+¥)

(10): dist(A",B")

= T

(1) og (10) giver s& anledning til afstandsforholdet

rsiny

(11y; Gist(A”,B") _ cos(e-¢cos((e-¢)+y)

distk(A,B) r.y
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- siny | 1 ]
44 cos(e—?’)cos((e—;ﬂ)ﬂ*)

(11) er ikke et simpelt udtryk, men betragter vi en lille af-
stand distk(A,B), dvs. 4 lille, vil (11) f& udseendet:

(12y; Bist(R7,B7) . 1
distk(A,B) cos(®- ¢ cos(@-¢)
- —  for ¢ 0.
cos?(@-¢)

Heraf kan bemzrkes at kegleprojektionen "kun" er tilnazrmelses-
vist afstandstro langs langdebuer, ndr vi betragter omradet

ner standardbredden, thi

1 1
cosz(e-?) cos?0
=1 for 8 f.

(13):

Nu handler det om afstandsforandringer langs breddebuer. Her-

til vil vi bruge fig. 67.

Fig. 67: Skitse og nomenklatur
til bestemmelse af
afstandsforholdet langs
breddebuer under

afbildningen.

Hvis breddegraden til en breddecirkel er 1lig @, er radius rg
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i breddecirklen lig rcos®. Vi betragter to punkter A og B be-
liggende pa& en sadan breddecirkel. Vinklen mellem A og B - dvs.

forskellen i de tilherende lzngdegrader - sattes til & .

Vi bemsrker, at afstanden mellem A og B langs breddebuen ikke
er en storcirkelbueafstand, men en afstand mdlt p& en lille-

cirkel. Vi finder sa
(14) - distk(A,B) =¢§.r.cose.

For at bestemme distk(A',B’) er vi nedsaget til at fastlagge

dist(Cg,A") (dist(Ce,B")), hvor Cg er centrum i billedcirklen.
w

Da nu <SN'L = ? og <N'SL = 5 ses af fig. 67, at

dist(N”,S)

(15): cote = = dist(N’,S) = rcote.

videre ses: .

iy 2.

(16): dist(N",A") = dist(N’,5) - dist(A’,S).

Da fig. 67 er i overensstemmelse med fig. 66 kan vi indsaztte

(5) i (16). Samtidig anvender vi (15):

(17): dist(N",A")

rcotp - rtan(@-¢)
r(c0t7 - tan(s-f)).

Vi udnytter sa, at <CgN'A’" = ¢ o0g at <N'C,A" er ret, thi vi

derved fAar

dist(Cg,A")
dist(N",A")

(18): sing =

Ved anvendelse af (17) pd dette fas:

(19): dist(Cg,A")

r(cotp - tan(®@-¢))sing
r(cosf - tan(e—p)siny).

Det er herefter klart, at



(20): distk(A’,B') = ar(coa? - tan(a~¢)sin¢),
og afstandsforholdet bliver (vi bruger (14) og (20)):

distk(A',B') _ cosy - tan(e-¢)sing
distk(A,B) cos ©

(21):

Som en slags kontrol kan vi se, at hvis @=¢ , dvs. vi kun

beveger os langs standardbredden, s& bliver afstandsforholdet

(22): (RTBT) g,
dk(A,B)

hvilket er i overensstemmelse med at afstande langs standard-

bredden bevares under afbildningen.

3.11. Opklipning.

Nar keglen med afbildede bredde- og lzngdebuer klippes op
langs en frembringer vil processen vare meget lig den fig. 68
gengiver. Lazngdebuernes billeder - som ikke er angivet pa
figuren - vil vere linjestykker, hvis ene endepunkt er N’ og
hvis andet endepunkt vil ligge pé& delcirkelranden fﬁ (fig.
68b). Ved fremstilling af et keglekort forekommer det besver-
ligt ferst at lave en kegle etc. Man kommer en del nemmere
til kortet ved at bestemme vinklen v p& fig. 6Bb. S5& det vil

vi gaere her.

X

Fig. 6B8: En kegles udfoldning.
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Vi betragter en kegle a la den pa& fig. 68a. Linjestykket N'Q
vil vere radius i den udfoldede kegle (fig. 68b). Med figurer-
nes betegnelser ses, at buestykket mellem Q og X (det mindste

af dem) kan skrives p& to mader:

v-dist(N",Q)

(1): diStk(X,Q)

2%-.dist(N’,Q) - 2%®r
2m(dist(N",Q) - r,l)

(2): distk(X,Q) 1

i

Det turde vere umiddelbart, at

(3): r, = dist(N’,Q).sing.

Indszttes (3) i (2) og sattes (1) og (2) lig hinanden fés:

2w(dist(N",0Q) - dist(N’,Q)-sing)
2w(1 - sinf)'dist(N7uQ).

(4): vedist(N",Q)

Da dist(N",Q) 4 O kan vi forkorte (&) til
(5): v = 2W(1 - sing).

Af dette ses, at man kan fremstille det flade keglekort uden
at fumle sig frem med egen kegleklipperi. Man skal blot be-
slutte, hvilken standardbreddegrad ﬂ man snsker at anvende.
Det kan da vere smart at valge en breddegrad, der gdr midt
gennem det omrade man vil kortlzgge. Hvis det f. eks. handle-
de om Danmark - der er et yndet kegleprojektionsomréde - vil

det vere smart at bruge 509N som standardbreddegrad.

Kegleprojektioner er meget benyitede selvom de hverken be-
varer afstande eller arealer eller vinkler. Men hvis man ne-
jes med at kortlegge et omrade, der er forholdsvis smalt, et
stykke fra akvator, vil kegleprojektionen give et ganske godt

billede af det afbildede omrades virkelige kontur.



4L, Afslutning.

Vi har i de foregdende kapitler beskaftiget os med forskelli-
ge projektioner og projektionstyper og antydet enkle metoder

til fremstilling af kort pa dette grundlag.

Men, hvordan forholder det sig med den moderne kartografi? Og
hvilke &rsager er der til, at kartografien har udviklet sig
til det den er i nyere tid? Og hvordan fremstilles kort i dag?

Disse sporgsmal stdr for skud i det felgende.

At befolkningsantallet er kraftigt voksende, at industrien er
i stadig udvikling og at teknologien har samme tendens, er
enhver bekendt. I forhold til kartografi har disse faktorer

sat klare spor p& mindst to vesentlige omrader:

1) Behovet for korts precision er blevet sterkt foreget.
2) Det er blevet nemmere at fremstille kort badde mangdemessigt

og af en bedre kvalitet.

For at forklare veksten i behovet for kort er begrebet plan-
legning et nngieord. Det, at verdens indbyggertal vokser betyd-
er, at skologiske sammenhaznge bliver forskubbet, ofte i en for
levende vasener uheldig retning. Fedevareproduktion/-forde-
ling, energiforbrug/-fordeling og meget andet bliver ofte
planlagt p& internationalt niveau. Til dette brug furd;es kort
med egenskaber og indhold, der belyser de forhold og betingel-

ser, der skal planlagges.

Et andet eksempel, hvor behovet for precision er det vasent-
ligste, er i "krigsapparatet". Dette er selvfelgelig ogsa til-
feldet i forbindelse med luftfart, hvor flyveruter skal vare

ngjagtige.

I vores moderne verden er information og informationsmengde
centrale begreber. I denne sammenhang bruges ofte kort, som
hjelpemiddel til illustration af information (tenk blot péa

TV-avisen).

At de ovennavnte behov for kort er blevet nemmere at tilfreds-



stille kan primert begrundes med den teknologiske udviklings

resultater.

Metoden, der bruges til fremstilling af kort, er principielt
den samme som er brugt i arhundreder, men der er sket en auto-
matisering af de mest tidskravende og pracisionskravende akti-
viteter. Derudover er de successive processer i kortfremstil-
lingen ogséd blevet automatiseret. Man kan f. eks. etablere en
databank, der indeholder koordinater til punkter af omrader

pé Jorden. Disse kan lagres p& magnetb&nd, hvorved de kan bru-
ges gang p& gang, og man kan derved heregne nye geografiske
data sasom kystlengder, arealer og meget andet (endvidere kan
man fa en kortprojektionstype ud fra anden projektionstype,

nar der findes et matematisk farhold imellem dem) .

Man har ogs& opnéet meget ved brugen af flyvemaskiner, satel-
litter, fotoapparater, film osv. til fremstilling af kort.
Disse er alle produkter af det 20. arhundrede, og er under
stadig udvikling. Det har veret til stor hjzlp ved kortlegning
af omrédder, specielt omréder, der fer har varet utilgengelige

pa landjorden.

Den tekniske udvikling har ogsé& udmentet sig i selve produk-
tionen af kort, f. eks. er farvelegning og reproduktion h&ade

i antal og hurtighed blevet forbedret.

Da den teknologiske udvikling ikke forventes at stoppe nu og
her, skulle det vere antydet, at kortproduktion fortsat vil

undergd en rivende udvikling...

g
g



5. Konstruktioner.

Spsrgsmélet om, hvordan du selv kan fremstille kort, er dette

afsnits hovedopgave at besvare.

I de forrige afsnit har vi lest om projektioner, der bliver
udfert enten p& en tangentplan til en globus, eller p& en keg-
le der er tangentflade til en breddebue, eller pa en cylinder

der er tangentflade til en storcirkel (ekvator).

Det er klart, at man hverken kan folde et kempe-stort papir
rundt om jordkloden, og anvendelsesmudigheden af et sadant
enormt kort ville vere fuldstzndig negligerbar. Der er &benbart

brug for en nedskalering af Jordens sterrelse.

Selv om man har "en mindre udgave" af jordkloden, satter man
som regel ikke en dlyskdlde i kuglens centrum for at tegne

skyggebilleder pé& et stykke papir.

Vi vil ikke beskrive de forskellige eksisterende metoder, men
vi vil preve at skaffe os en idé om metoder, der ligger bag.
Man kan erhverve bredde- og lsngdegraderne til ethvert punkt
p& jordoverfladen. Det betyder, at hvert punkt kan indtegnes
p& et stykke papir, hvis man har "et velegnet koordinatsystem"

til sin radighed.
Det handler da om at f& tegnet langde- og breddebuesystemet.
Derefter kan man plotte et passende antal punkter, sa man kan

f& indtryk af omrédernes form og dermed f& et fuldbyrdet kort.

Det, vi vil beskaftige os med i det neste afsnit, er netop at

tegne bredde- og lengdebuesystemet for de enkelte projektioner.

5.1. Gnomonisk projektion.

5.2. Geometrisk konstruktion.

Tegn en cirkel der forestiller jordkloden i overensstemmelse
med en valgt skala (se evt. kapitel 3.0.) Tegn zkvator, pol-
aksen og en breddebue (f. eks. f = 75°N).
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!
Lad os tznke os en tangentplan til Nordpolen, der ombojes 90°

sdledes, at vi kan tegne p& halvdelen af den, se figur 69.

i
Pr

Fig 69: Skitseret model af den gnomoniske azimuthal-projek-

tions konstruktion.

Hvor pa& tangentplanen ligger sigtepunktet? Tegn det til punkt

A (som vist p& fig. 69) svarende billede, som kaldes A’.

Pa den made (med lineal) har vi bestemt dist(N,A"), som er
radius i cirklen, der svarer til breddecirklen med grader17
(se fig. 69).

Konstruer da cirklen med radius = dist(N,A’) og centrum i N.
Frembring derefter andre breddebuers billeder p& analog vis.
Lengdebuerne bliver projiceret som rette linjer radialt ud

fra N. Tegn nogle af disse.

5.3, Trigonometrisk konstruktion,
dist{(N,A")

r
rcot@ (indse lige det!). Dette betyder, at nér vi kender bred-

P& fig. 69 ser vi, at cote¢ = eller dist(N,A’) =

degraden ¢, kan vi beregne den tilsvarende radius i billedcirk-
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len og derved tegne den pégaldne breddecirkels billede. Lengde-

buerne bestemmes pa& samme méde som i den geometriske konstruk-

tion.

5.4,

r er som bekendt globens radius.

Orthografisk projektion.

5.5.

Geometrisk konstruktion.

Tegn
Tegn

tangentplan til Nordpolen som tankes

kan tegne p& den (se fig. 70).

en plan cirkel, der reprasenterer jordkloden/en globus.
#kvator, polaksen og breddebuen ¢. Vi skal ogsa bruge en
foldet 90%, s&dan at vi

&%

TMg Wéf(d»«

alcvator !

Fig.

Bestem hvor p& tangentplanen sigtepunktet ligger ved denne

po(«,&suc

=

70: Skitserede modeller af den ortografiske projektions

konstruktion.

projektion. Tegn s& bredde- og lengdebuerne pa fangentplanen.

Derved fas fig.

5.6.

70.

Trigonometrisk konstruktion.

Find et trigonometrisk udtryk for radierne i de "projicerede"

breddecirkler,

som er vist pé& fig. 70.

Beregn derefter radierne i1 billedcirklerne svarende til bred-
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degraderne 90°, 80”, 70°, 609, 50° og 0O°.

Redeger for en metode til at konstruere projektionens billede

(og frembring eventuelt et kort).

5.7. Centralcylindrisk projektion.

5.8. Geometrisk konstruktion.

Konstruer en plan cirkel, der representerer Jorden. Tegn akva-
tor, polaksen og breddebuen svarende til breddegraden ¢. Tegn
en cylinderfrembringer og derefter en plan, som vist pa fig.

71. Lad 1 vare nulmeridianens billede.

T M e emdom e e e bma e e v e e b e amer e bew e e e mmew vmd o)

L

Fig. 71: Skitseret model af den centralcylinderiske projektiaon.

Hvor pa figuren ligger projektionens sigtepunkt? Tegn p& planen
det til breddebuen med graden f svarende billede. Tegn billed-
et af andre breddebuers billeder. Kan polerne reprasenteres?

Tegn derefter langdebuernes billeder.

5.9. Trigonometrisk konstruktion,

Find et trigonometrisk udtryk for afstanden dist(£,P°) og be-

skriv en konstruktionsmetode pa dette grundlag.
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5.10. Arealbevarende cylindrisk projektion.

5.11. Geometrisk konstruktion.

Tegn en cirkel, der reprasenterer Jordkloden/en globus. Tegn
zkvator, polaksen og breddebuen med graden ¢. Tegn en plan,
der fremkommer ved at udfolde en tenkt cylinderflade, der tan-

gerer zkvator (fig. 72)

R I

iFig. 72: Skitseret model af den arealbevarende cylinderiske

projektion.

Tegn p& planen det til breddebuen med graden ? svarende bille~
de. Tegn billedet af andre breddebuer. Kan polerne reprasen-
teres? Hvordan? Angiv derefter langdebuernes billeder pa kor-

tet.

5.12. Trigonometrisk konstruktion. |

Find et trigonometrisk udtryk for afstanden dist(£,P") i over-

ensstemmelse med betegnelserne fra fig. 72. Redeger derefter
for en fremgangsméde til at fremstille et kort ud fra trigono-

metriske overvejelser (som ovenfor).

5.13. Simpel perspektiv kegleprojektion.

5.14, Geometrisk og trigonometrisk konstruktion.

Fig. 73 viser en reprasentation af Jorden med en kegle som en

tangentflade ved breddegraden ?.

Udtryk dist(N’,S) ved dist(L,S) = r og ?. N&r vi nu kender
dist(N’,S), kan vi tegne standardbreddebuen med N’ som cen-

trum. N’ er jo netop Nordpolens billede ved projektionen.



X Fig. 73:Reprasentation af jordklo=-
den med en kegle som tan-
gentflade ved breddegrad-

Er\?o

Nar vi klipper en kegle op, vil denne beskrive et cirkelbue-

udsnit, som svarer til 360° p& globen (fig. 74).

Fig. 74: En udfoldet kegle, lfb
svarende til fig.
73.

Altsa vil 360 langdegrader p& globen svare til 360°-v pa fi-

gur 74. Vi ma altsa beregne v.

Ifelge afsnittet om kegleprojektioner er v = 360°(1 - sing).

Da vi kender dist(N’,S) og ¢, kan vi tegne cirkeldelen svaren-
de til standardbreddebuen.
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Vaelger vi f. eks. 10° som buemdlet mellem langdebuer, deler
vi cirkeldelen i 36 lige store dele (360°/10° = 36). Herefter

skulle det vere muligt at tegne ls:ngdebuerne radialt ud fra N’.

Vi mangler nu at beregne afstanden mellem breddebuerne. Vi

valger f. eks. at tegne dem i spring af 10°.

Betragter vi et punkt A pa keglen kan vi beregne dist(N",A),
nar vi kender A’s breddegradég. Dette er hensigtsmessigt da vi
s%ledes kender radius i denne breddebues billede pa den ud-
foldede kegle. Der gslder jo at dist(N’,A) = dist(N",S)
- dist(A,S), hvor dist(A,8) = r-tan(e-¢).

{fff “““ Vi kan saledes bestemme radius til en vilkérlig breddebues

hilledcirkeldel. Tegn pé det grundlag breddebuernes billeder.
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6. Opgaver.

1) Eratostenes skennede afstanden mellem Alexandria og Syene

til B809.5 km. I Syené stod solen i zenith, dvs. strélerne var

vinkelret med horisontplanen 1 Syene.

{ [ ) Lol
NAE ~ -~
a r J‘\
w7 A

1N
-

>

-

Alexandria

Fig. 75: Sakset fra Mathematics in a Changing World (1973) af

Holt og Marjorams.

I Alexandria dannede solstralerne en vinkel med horisontplanen
pa 82.8%. Hvor stor bliver Jordens omkreds, nar man antager,

at Jorden er kugleformet!?

?2) Vi kan forestille os, at vi med en malekede pa 100.00 m
har mé&lt afstanden mellem punkterme A og B til 5,000 m,
(dist(A,B) = 5,000 m). Beskriv hvorledes man kan beregne de
evrige afstande: dist(B,C), dist(A,C), dist(A,D), dist(B,D).
Prov med brug af en vinkelmaler at bestemme nogle af disse

afstande. Prev ogséd at fastlszgge malestoksforholdet.

D

(ol
Fig. 78: Nedskaleret del af opmélingsomréade.
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3) Det er sagt i teksten, at man udfra klokkesletsangivelser
for observationer af Jupiters méner i bestemte faser kan be-
stemme en lengdegrad p& Jorden. Thomas Bugge observerede Jupi-
ters ene drabant (mane) i en bestemt fase kl: 12°48°39". Den
samme observation blev i Paris registreret kil: 12°07°31". Hvad
bliver lzngdegraden for Rundetadrn, néar lengdegraden gennem

Paris sattes til 077

4) Byerne Pittsburg og Peking ligger pa samme breddebue. Deres
langdegradspositioner er 180°V henholdsvis 116°@. P& en globus
med diameter lig 60 cm mnskes afstanden langs den felles bred-
debue bestemt. Breddegraden sattes til 40°N. Dernasst e@nskes

den sferiske afstand mellem byerne bestemt.

5) Ved brug af den sferiske cosinusrelation: cosx =
singsin® + cos@cosecosk, beregnes afstanden mellem:
a) Julianeh&b i Grenland (60°50°N,46°10°V) og
Kapmonis Jesup i Grenland (83°37°N,35%0°V).
h) Porto Algre i Brasilien (1°20°5,48°30°V) og
Belem i Brasilien (1DZD'S,ABD3D'U).
c) Ksbenhavn (55%42°N,12°35°8) og
Mallorca (39930°N,3%070).
d) Bombay i Indien (19%0°N,72°50°8) og

Kebenhavn.

6) P& en globus gelder felgende:

- Breddecirklerne er parallelle.

- afstanden mellem breddecirklerne er den samme. Dvs. hvis
vinkelforskellen er den samme, er afstanden mellem bredde-
buerne (malt pé& lzngdebuerne) den samme.

- Lzngdecirklerne medes i polerne.

- Bredde- og l®ngdebuerne skarer hinanden vinkelret.

a) Underseg for den ortografiske projektion hvilke af disse

egenskaber der bevares.

b) Gor det samme for Mercatorprojektionen.

c) Ger det samme ved en kegleprojektion.

7) Meget ofte bliver der brugt planprojektioner for omrader
over polaregnene, kegleprojektioner for omréder beliggende i

de tempererede egne og Mercatorprojektionen for omré&der ner

o
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mkvator. Find pd& en globus Brasilien og Grenland. Find de sam-
me lande p& et verdenskort, der er fremkommet ved en Mercator-

projektion. Sammenlign deres sterrelse.

B) Prev selv at fremstille en kortprojektion. Du kan f. eks
betragte en cylinder "presset" gennem en globus/kugle som vist

pa fig. 77.

Fig. 77: En model af Gall’s cylinderprojektion.

Hvis cylinderen tenkes anbragt med Nord- og Sydpolen pa cylin-
derens rotationsakse, hvad er da antagelig den bedste verdi
af f? Hvilke omré&der afbildes bedst? Bevarer projektionen nog-

le vesentlige egenskaber?
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BEGRUNDELSE FOR MATEMATIKUNDERVISNINGEN.

Vores .overordnede udgangspunkt for dette projekt er, at mate-

matik har indflydelse p& verdens udvikling i dag.

Faget matematik spiller en vesentlig rolle p.g.a. dets direkte
anvendelse i det praktiske liv, men ogsé& indenfor flere viden-

skaber har matematik &bnet mange muligheder.

Betragter vi vores samfundsudvikling, fremgar det, at teknolo-
gien og dermed matematikken far en stadig sterre indflydelse.
Da vi samtidig mener, at alle ber have en indsigt i og en ind-
flydelse p&, hvordan samfundet formes, er det nedvendigt, at

matematik vagtes som (et.af de vasentligste) fag i gymnasiet.

Et spergsmél er s&, hvad eleverne ber kunne bruge faget mate-

matik til, og dermed hvilke mal, der ber sattes for matematik-

undervisningen.

Vi mener, at eleverne ber lsre at gennemskue hvor og hvordan

matematikken anvendes, hvilket er ensbetydende med, at de ber

kunne forstd hvilke muligheder og begrensninger matematikken

skaber og dermed have kendskab til matematikkens natur og hi-

storiske udvikling.

Det er selvsagt, at med de rammer matematikundervisningen har
i dag, det gmlder savel fagopsplitning og timetal som penge-
nad, vil det vare umuligt at opfylde vores mal fuldt ud. Dog
vil en ®ndring i undervisningens indhold kunne rade bod pa
nogle af de problemer, som i1 dag forfelger matematikundervis-

ningen i gymnasiet.

Et udkast til den by bekendtgerelse for den matematiske linje
i faget matematik som udsendtes i marts 1984, m& dog siges at
vere et skridt pa vejen til et forbedret indhold i matematik-

undervisningen set ud fra vores understregede malsztning.

I bekendtgerelsen stér bl.a., at undervisningen skal indehol-
de flg. fire aspekter:

1. Et datalogiaspekt.

2. Ft historisk-filosofisk aspekt.
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3. Et modelaspekt.

L. Matematik som erkendelsesform.
Under aspekt 2 stér:"Eleverne skal opné kendskab til dele af
matematikkens historie og matematik 1 kulturel, filosofisk
og samfundsmaessig sammenhazng". Under aspekt 3 star:"Undervis-
ningen skal give eleverne kendskab til opbygning af matemati-
ske modeller som idealiserede reprasentationer af virkelighe-
den og indtryk af matematiske modellers anvendelsesmuligheder
og begrensninger". Under aspekt & sta&r:"Eleverne skal opna
forst&else af matematisk erkendelses sarlige natur." Disse
eksempler p& krav til undervisningens indhold mener vi, illu-

strerer en udvikling, som narmer sig vores malsatning.

I forslaget til den ny bekendtgerelse inddeles undervisning-
ens indhold i nogle hovedemner, hvoraf det ene er "geometri",
hvis rolle med hensyn til vores mélsatning med matematikunder-
visningen vi har forsegt at belyse. Nadr vi netop har valgt
hovedemnet "geometri", ligger forklaringen i flg.:

1. Omkring dette emne og dets indhold hersker uklarhed, hvad
s8vel artikler som referater fra forskellige konferencer illu-
strerer.

2. Den ny bekendtgerelse har en meget vag forestilling om,
hvilke problemer, man kunne tage op i forbindelse med emnet
geometri. Det ses af, at der i modsatning til de andre emneom-

radder ikke er givet nogle konkrete forslag.

GEOMETRIENS ROLLE I MATEMATIKUNDERVISNINGEN.

Der er givet mange bud p&, hvad geometri betragtet som under-

visningsfag er velegnet til at belyse om faget matematik. Dis~-
se bud kan efter vores opfattelse inddeles i flg. 6 punkter:

1. Geometri kan belyse matematikkens opbygning og indre virke-

méde. Dvs. geometri kan illustrere den syntetisk axiomatisk-
deduktive tankegang. Konsekvensen heraf har varet, at man gen-
nem arhundreder har undervist i Euklidsk geometri og oftest
med den begrundelse, at optrzne eleverne i at tenke systema-

tisk og i at mestre matematisk bevisferelse.

2. Geometri kan belyse matematikkens historie og videnskabs-

teoretiske udvikling. Dvs. geometriens historie, pa grund af

disciplinens hyppige optraden som motor ved matematiske inno-
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vationer, vil vere velegnet til at illustrere matematikkens
historie. En konsekvens haraf bliver, at elever skal l=re at
forstad de tankegange, matematikere - og andre - i tiderne har
gennemlevet. Alts& at eleverne skal satte sig ind i og gen-
nemleve problemstillinger, som personer i historien har be-

skeftiget sig med.

3. Geometri kan fungere som "praktisk redskabstaske". Dvs.

geometri kan anvendes til at navngive, beskrive og beregne

pa ting, der eksisterer. En konsekvens heraf bliver, at ele-
verne opeves til via formler og mélemetoder at geometrisere
deres virkelighed i former, som plane og rumlige figurer. Den-
ne metode er 1 vid udstrzkning benyttet pd ingenisrakademier

0og teknika samt i mange gymnasier landet over.

4. Geometri kan fungere som problemlsser ved selvvirksomhed.

Da geometri, sammenlignet med andre discipliner indenfor ma-
tematikken, rummer mange forankringer i forhold til omverden-
en, vil geometri som problemleser &bne muligheder for selv-
virksomhed. En konsekvens heraf bliver, at elever kan lazre
at omsaztte problemer fra dagligdagen, til geometriske pro-

blemer, som de derved skulle vere i stand til at lese.

5. Geometri kan fungere som model og/eller for forekomster/

begivenheder i det fysiske rum. Det er i mange tilfszlde sveart

at skelne mellem geometri og virkelighed. Eksempelvis er
Euklidsk geometri matematik og ikke virkelighed, men Dpfatteé
af mange - med rette - som udsagn om virkeligheden. For at
beskrive virkeligheden simplificeres denne ofte, sé&ledes at
det bliver muligt via et matematisk system at udsige nogle
padstande om det fysiske rums sammens®tning. N&r geometri er
et oplagt beskrivelsesmiddel, skal det ses i sammenhmng med,
at netop dette emneomré&de ofte opfattes som den del af mate-
matikken, der har tettest tilknytning til virkeligheden. Kon-
sekvensen bliver, at undervise i1 geometrier, som kan bruges
til beskrivelse af virkeligheden, og dermed lette forstdelsen

for det fysiske rums sammensatning.

6. Geometri kan fungere som middel til opevelse af den psyko-

logiske rumsans. Dvs. geometri har evnen til at gore mere eller
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mindre imaginere figurer eller lignende sansbare og forsta-
elige. Konsekvensen bliver eksempelvis, at fa eleverne til at
forstd (rumligt) afbildninger i planen af 3-dimensionale fi-

gurer.

Disse seks punkter skulle gerne illustrere, at der kan eksi-
stere mange forskellige synspunkter, nar det gezlder hensigten
med geometriundervisningen, og disse synspunkter giver hver
iser anledning til forskellige pm=dagogiske og didaktiske stra-
tegier. Punkt 1 bevirker, at bevisferelse vil blive en vasent-
-1ig del af geometriundervisningen. Under punkt 2 vil geometri-
undervisningen hovedsagelig blive centreret omkring historisk
matematik. Punkt 3 og & lzgger op til en meget praktisk orien-
teret undervisning, hvor sé&vel matematikkens indre natur som
historiske udvikling er underordnet, hvorimod punkt 5 udover
dette krazver en dybere forstéelse for, p& hvilket grundlag
setninger, beviser og definitioner opbygges, hvis eleverne
skal blive i stand til at anvende s&danne i forbindelse med

forekomster og begivenheder i det fysiske rum.

De didaktiske konsekvenser med hensyn til de 6 punkter er i-
midlertid svere at vurdere, da savel undervisningsform som
lzrerens indlevelse og virkeméde er faktorer, som har afgeren-

de indflydelse.

Ovenstdende illustrerer, at der kan vere forskellige mader at
undervise i geometri p&, og at der nedvendigvis hersker for-
virring om geometriens rolle i matematikundervisningen virker
ikke forbavsende. Geometridebatten de senere ar synes at vise,
at de deltagende er splittet i to hovedlejre: Den ene gruppe
bestér af personer som argumenterer for genindferelsen af Eu-
klidsk geometri. Typiske argumenter for dette synspunkt er,

at Euklidisk geometri er stringent opbygget og omhandler 1 mod-
satning til for eksempel matricer, vektorer og koordinater
visuelle figurer, hvilket ger det muligt for eleverne selv at
udfere beviser og slutte sig til lesninger, og dermed arbejde
som "rigtige matematikere". Altsad geometri kan belyse matema-

tikkens opbygning og indre virkeméade.

Felgende personer er reprasentanter for disse synspunkter:
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1) Edwin E. Moise, 1975, og 2) Bryan Lang and Peter Ruane,
(se litt.-listen).

¢
Den anden gruppe bestar af personer som hovedsagelig fokuse-
rer p& geometri som problemlaser og middel til selvvirksomhed.
Altsa, geometri skal kunne bruges til at fortzlle noget om
elevernes hverdag. Dette synspunkt ses s8vel i en artikel af
A. J. Bishop som i en artikel af H. J. Vollrath. Typisk for
disse artikler er, at der gives mange bud p&, hvor i elever-
nes hverdag geometrien optrader, men bAde padagogiske og di-

daktiske konsekvenser bliver kun le@seligt behandlet.

Ogsa herhjemme hersker der uklarhed om geometriens rolle i
matematukundervisningen, hvad forslaget til den ny bekendt-
gerelse er et godt eksempel pa. Formalsformuleringen i for-
slaget til den ny bekendtgerelse er den samme som i bekendt=-
gerelsen fra 1971 nemlig:"at eleverne erhverver sig indsigt
i matematik som erkendelsesform og som beskrivelsesmiddel".
Denne formdlsformulering mé& siges at vere meget bredt for-
muleret og en nermere precisering er nedvendig ved tilret-

telaggelse af undervisningen.

Alle tre mat-linjer har som tidligere navnt bl.a. hovedemnet
"geometri", og nar dette emne er udvalgt, m& forklaringen ve-
re at geometri kan byde p& noget i forbindelse med forméls-
formuleringen. I bekendtgerelsen navnes, hvilke emner man
skal medtage i forbindelse med emnet geometri, og for alle
tre linjer er det som i 1971 den analytiske plangeometri og
trigonometrien som vagtes plus vektorregning for mat-fys lin-

jen.

Af vesentlige andringer i pensum indenfor geometri set i for-
hold til bekendtgerelsen fra 1971 skal navnes felgende:

Der skal for alle tre linjer som noget nyt undervises i et
geometrisk emne af omfang 10 - 15 undervisningstimer. Vektor-
regning er gledet ud for mat-nat- og mat-sam-linjen. Af ana-
lytisk rumgeometri skal medtages felgende:

"Analytisk beskrivelse af punktmzngder i rummet, herunder ret
linje, plan og kugleoverflade. Afstand, vinkel og skaring

mellem to punktmzngder i rummet". Det hedder endvidere i kom-
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mentarerne til emnet geometri, at "elevernes evne til at fore-
stille sig rumlige figurer udvikles og opeves. Det skal omta-
les, hvorledes en rzkke begreber kan generaliseres til hgjere
dimensioner. Det er dog ikke tanken, at det generelle vektor-

rumsbegreb skal indferes".

Indforelse af rumgeometrien samt undervisning i 10 - 15 timer

i et geometrisk emne mé& siges at vare en styrkelse af geome-
triindholdet i matematikundervisningen. Problemet er bare, at
udover de navnte meget lmselige kommentarer til emnet gives

der intet egentligt bud p&, hvilke emner man eventuelt kunne
tage op i forbindelse med rumgeometrien eller de 10 - 15 under-
visningstimer. Kun for mat-nat- og mat-sam-linjerne navnes
overardnede emner som vektorregning i planen og betragtninger

af figurer i forbindelse med de 10 - 15 undervisningstimer.

Ui kan altsa konkludere, at man i den ny bekendtgerelse har
valgt at styrke geometriindholdet i matematikundervisningen,
ng det via den analytiske geometri, men hvilket mél dette valg

skulle fere til, er man p& ingen made afklaret overfor.

VORES SYN PA GEOMETRIUNDERVISNINGEN.

Efter saledes at have antydet typiske trek ved de senere ars

geometridebat, samt omtalt geometriens rolle i matematikunder-
visningen i de danske gymnasier, vil vi i det felgende disku-
tere vores 6 forslag om, hvad geometri kan bruges til for der-
efter at give vores bud pa, hvilken rolle geometri ber ind-
tage i gymnasiet, sammenholdt med vores malsetning for mate-

matikundervisningen.

1. Geaometri kan Belyse matematikkens opbygning og indre virke -

m&de. Vi mener ikke dette punkt er specielt vesentligt i for-
bindelse med»geometri. Andre omréder indenfor matematikken

vil kunne vise dennes opbygning og virkem&de. Bevisferelse
indenfor den syntetisk axiomatisk-deduktive tankegang vil der-
for ikke alene kunne begrunde geometriens indfnrelse i mate-

matikundervisningen.

2. Geometri kan belyse matematikkens historiske og videnskabs-

teoretiske udvikling. Det er vigtigt at belyse matematikkens
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historiske og videnskabsteoretiske udvikling. Dette kan imid-
lertid foregd ved gennemgang af andre discipliner end lige
netop geometri, og punkt 2 som enestaende kan derfor ikke be-

grunde geometriens berettigelse.

3. Geometri kan fungere som "praktisk redskabstaske". Det er

vigtigt, at eleverne opeves til at kunne geometrisere deres
virkelighed. Dog er det vesentligt, at eleverne ikke kun op-
gves til at kunne opfatte geometri som en "praktisk redskabs-
taske", alts& at man ikke kun vegter teknisk matematik, da
konsekvensen dermed bliver, at eleverne mister den dybere for-
stdelse for, hvordan og p& hvilket grundlag formler, mélemeto-

der osv. er fremkommet.

L. Geometri kan fungere som problemlsser ved selvvirksomhed.

Vi mener, at geometrien i forbindelse med punkt & har sin kla-
re force sammenlignet med andre emneomrader indenfor matema-

tikken, hvilket skyldes, at de intuitive forankringer er ster-
kere i geometri sammenlignet med andre matematiske disciplin-

ner.

5. Geametri kan fungere som model og/eller teori for fore-

komster i det fysiske rum. Dette punkt er vasentligt, da ele-

verne ofte stilles overfor situationer, hvor geometri anvendes
pd virkeligheden, hvorfor det er Vigtigt at vise, hvordan den-
ne anvendelse finder sted, og hvilke konsekvenser denne an-
vendelse medferer. Alts& lzre dem at opdage og vudere matema-

tikkens indflydelse p& den verden vi lever 1.

6. Geometri kan fungere som middel til opsvelse af den psyko-

logiske rumsans. Rumgeometrien er et velegnet middel til op-

ndelse af dette punkt, og da figurer, tegninger, fotografier
osv. indg&r pé& utrolig mange méder i elevens hverdag vil geo-

metrien netop her have sin klare force.

Vores uddybning af de seks punkter illustrerer at geometri er
velegnet til at belyse mange sider indenfor faget matematik.
Men der er altsé& punkter, hvor geometri sammenlignet med andre
emneomrader besidder nogle helt specielle egenskaber, nemlig

i forbindelse med punkterne 5, 6, 3 og 4. (Punkterne 3 og &
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kan ses som felger af punkt 5.) Vores synspunkt er, at geome-
triens rolle i matematikundervisningen hovedsagelig ber veare,
at fortzlle noget om matematikkens anvendelse 1 hverdagen og

omegn.

Efter s&ledes at have konkluderet, hvad geometrien er veleg-
net til - set i sammenhzng med vores malsztning for matema-
tikundervisningen - er naste skridt - underlagt bekendtgerel-
sens rammer - at give et bud p& hvilke emner, der kunne vare

relevante at behandle i gymnasiet indenfor geometri.

De fire punkter vi har vegtet, satter nogle begrensninger for
emnevalg. Punkt 6 indbyder til en inddragelse af rumgeometri-
en. Punkt 5 bevirker, at man beskaftiger sig med geometri,
som anvendes til beskrivelse af virkeligheden eller dele her-
af. For at punkt 3 og & skal kunne inddrages, er det vigtigt,
at vi tager udgangspunkt i noget eleverne har kendskab til,

altsd noget som har tilknytning til deres hverdag.

Mange emner vil kunne vaelges til opfyldelse af vores malsat-
ning. Vi har valgt "kortprojektioner", og det skal altsa ikke

opfattes som den eneste mulighed.

BEGRUNDELSE FOR EMNEVALG.

Ui mener kortprojektioner er et velegnet omrade af flere grun-

de. Landkort er noget alle kender og anvender i flere sammen-
hznge, og det er derfor rimeligt, at fé& et kendskab til, hvor-
dan disse fremstilles. Interessant i forbindelse med landkort
er, at mange ofte anvender. disse uden at tznke over, at det
faktisk er umuligt at afbilde jordkloden p& en plan, og at
alle landkort derfor har visse mangler. Da matematik danner
grundlaget for fremstilling af forskellige typer af kortpro-
jektioner, er dette emne et godt eksempel pa, hvordan matema-

tik ubemzrket indgar i elevens ‘hverdag.

Sammenholdt med punkt 5 er kortprojektioner et godt eksempel
p&, hvordan geometri anvendes, som model for det fysiske rum.
Her tenkes p& den tilnsrmelse, som finder sted ved at betrag-
te jordkloden som en kugle. Ved dernzst at betragte forskel-

lige typer af kortprojektioner, som alle i en eller anden
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form er en misvisende bheskrivelse af en kugleoverflade, vil
eleverne desuden se, hvorledes en model behandles med geome-
tri, og hvilke konsekvenszer dette medferer. Eleverne vil her-
ved opaves i1 at gennemskue en beétemt matematisk models pre-
misser, og dermed hvilke informationer og mangler denne in-
deholder, og punkt 6 vil herigennem blive behandlet, idet
man ved at betragte Forskeliige typer af kortprojektio-

ner stifter bekendskab med rumlige geometriske figurer og
deres geometriske egenskaber. Ved beskrivelse af forskellige
typer af kortprojektioner vil punkt 3 uungaeligt bersres, 1i-
det trigonometri vil indgé som en "praktisk redskabstaske".
Punkt 4 vil ogs& vere oplagt i forbindelse med emnet kort-
projektioner, idet der kreves en meget lille baggrundsviden
til forst@else af, hvorledes forskellige typer af kortpro-
jektioner er fremkommet, hvilket betyder, at eleverne selv
vil fa& mulighed for at kunne vurdere, i"hvilke sammenhange
disse kan anvendes. Endvidere er'kartografiens historie et
interessant eksempel p&, hvordan fag som matematik, fysik,
geografl og astronomil og deres udvikling har haft betydning
for udarbejdelsen af kort, og punkt 2, som jo ogséd er en side
ved matematikken, der er vaesentlig at inddrage, vil uundgée-
ligt blive bersert. Altsa emnet kortprojektioner besidder u-
trolig mange muligheder for bade at antyde matematikkens
anvendelse, og at aktivere elever til selv at konkludere

noget om matematikkens muligheder og begransninger.

At sammenholde emnet kortprojektioner med punkterne 3, &, 5
og 6 kan resultere i en bestemt padagogisk og didaktisk stra-
tegi, nemlig: en undervisningsform, som er matematisk strin-
gent, men som vaegter den mere praktisk betonede matematik,

og som aktiverer eleverne (det kan vere via gruppearbejde)
til selv at slutte sig til, hvor og hvordan matematikken an-
vendes, og hvilke konsekvenser dette resulterer i. Dette be-
tyder, at den syntetisk axiomatisk-deduktive undervisnings-
form f&r en underordnet betydning, og bevisferelse vil hoved-

sagelig kun anvendes, hvis dette kan underbygge tekstens ind-

hold.

Alle dissé overvejelser om hvorledes kortprojektioner kan
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anvendes som emnel®sning i faget matematik i gymnasiet, har
dannet grundlag for felgende materiale, som er vores konkre-

te bud p&, hvordan geometri kan bidrage til at opfylde vores

mé&l med matematikundervisningen.
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1-port lineert response 09 stej 1 fysikken.

Peder Voetmann Christiansen.

ngN THE HISTORY OF EARLY WAVE MECHANICS - with special
emphasis on the role of realitivity".

OMATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.G'ERE".
1. En analyse. 2. Interviewmateriale.

Projektrapport af Jan Christensen og Knud Lind-
hardt Rasmussen.

Vejleder: Mogens Niss.
v EKSAMENSOPGAVER" , Dybdemodulet/fysik 1974-79.

oM MATEMATISKE MODELLER".
En projektrapport 09 to artikler.

Jens Hejgaard Jensen m.f1.

"METHODOLOGY AND PHILOSOPHY OF SCIENCE IN PAUL
DIRAC's PHYSICS".

Helge Kragh.

-
"DIELEKTRISK RELAXATION - et forslag til en ny model
bygget pd vaskernes viscoelastiske egenskaber”.

Projektrapport, speciale i fysik, af Gert Kreinge. .
Vejleder: Niels Boye Olsen.

Nr. 14 er p.t. udgdet.

Nr. 24 atb er p.t. udgéet.



