Sfærisk Geometri.

Forord: Disse noter er lavet i et samarbejde mellem Dorthe Nielsen, Vesthimmerlands Gymnasium og Lisbeth Fajstrup, Institut for Matematiske Fag, Aalborg Universitet. 

De om handler primært sfærisk geometri, men med henblik på anvendelser i teorien om kortprojektioner. Vi anbefaler, at man supplerer noterne med et besøg på Aalborg Universitet eller et andet af de universiteter, der udbyder foredrag om kortprojektioner. Der er også mulighed for at låne måleudstyr både i Ålborg og i Århus.

Jes Sixtus Jørgensen har afprøvet materialet i en 3.g klasse på Espergærde Gymnasium i foråret 2004, og han og hans elever har i den forbindelse givet ændringsforslag, rettet flere fejl og leveret enkelte supplerende figurer. Tak for det!

Introduktion.

Blader man i et atlas, vil man se, at der er mange forskellige kort over Verden. Det er måske ikke så overraskende, for vores kugleformede Jord deformeres, når den skal trykkes flad til et kort. Hvis man nu kun vil lave et Danmarkskort, skulle man jo tro, problemet ville være overkommeligt - Danmark fylder ikke meget på en globus.
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Men se engang på Danmarkskortene her:
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De er ret forskellige - Danmark kan ligne en lille tyk mand eller en mere slank figur - alt efter, hvilket kort man ser på. Hvordan kan det nu være - er der noget galt med de to af kortene, eller hvad? Svaret er, at man ikke kan afgøre, hvilket kort, der er bedst. Der findes ikke ideelle kort - man vil altid kunne sige, at der er noget, som ikke er godt nok ved et kort. 

Kuglefladens geometri er så anderledes end planens, at billedet af et stykke kugleflade på et kort  altid er fortegnet. Enten er arealerne ikke rigtige i forhold til hinanden eller også er de vinkler, man måler i kortet, ikke dem, man finder i naturen eller begge dele er måske galt. Man må vælge, hvad man helst vil have et godt billede af.

Vi skal se nærmere på kuglefladens geometri og få en ide om, hvad det er, der er fundamentalt anderledes end i planen.

Om storcirkler:
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Geometri handler om punkter, linier, trekanter, vinkler osv. Hvordan kan man sige, kuglefladen har en geometri, når der ikke er nogen rette linier? Vælger man to punkter P og Q på kuglefladen og tegner den rette linie mellem dem, vil den skære igennem kuglen - faktisk er det kun P og Q, der ligger både på linien og på kuglefladen. Det er ikke en "linie på kuglen".

Hvilke egenskaber skal en kurve på kuglen mellem P og Q have, for at vi vil godtage den som "en ret linie"? I planen er den rette linie den vej, man skal vælge, hvis man skal gå ad den korteste vej. Hvad er mon den korteste vej fra P til Q på kuglen? Svaret er langs storcirklen, altså den cirkel man får som skæring mellem planen, der indeholder P, Q og kuglens centrum. Et præcist argument for, at det faktisk giver den korteste kurve, kræver meget matematik, og det vil vi ikke give her. Men prøv at holde en elastik stramt mellem to punkter på en globus - den vil lægge sig langs den korteste kurve.

Øvelse 1: 

Der findes punktpar på kuglefladen, som kan forbindes med uendelig mange storcirkler - hvad er det for punktpar?

Øvelse 2: Vis, at Ækvator, som er de punkter på kuglefladen, som opfylder z=0, er en storcirkel.

Sfæriske trekanter.

I den plane trekant kender vi alle vinkelsummen i en trekant, nemlig 1800.

Beviset for denne velkendte sandhed bygger på en viden om parallelle linjer, hvilket ses nedenfor.
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Vi ved nemlig, at en linje skærer to parallelle linjer under samme vinkel (ensliggende vinkler). Endvidere vides, at vinkelsummen i en halvcirkel er 1800, så u+v+w er altså 1800. Læseren kan så let overbevise sig selv om, at vinkelsummen i trekanten ligeledes er 1800.

Helt så enkelt er det ikke med de sfæriske trekanter på kuglefladen, hvilket ses nedenfor.

I det følgende betragtes en kugleflade med radius r. Overfladearealet af en kugle er F = 4πr².

Kuglefladen med radius r er de punkter (x,y,z) i rummet, som opfylder x² + y² + z² = r².
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Sfæriske tokanter og trekanter:

I planen kan to linier ikke afgrænse et område, men sådan er det ikke på kuglen. Her vil to forskellige storcirkler opdele kuglefladen i fire områder, såkaldte tokanter. Disse er kongruente to og to. Vinklen mellem to storcirkler defineres som vinklen mellem to planer, der frembringer storcirklerne. 

Det er den samme vinkel som vinklen mellem tangentvektorerne til storcirklerne i et af de to skæringspunkter mellem dem.
Tre storcirkler (uden fælles punkter mellem alle tre) deler kuglen i otte områder; såkaldte sfæriske trekanter. To trekanter blandt disse kaldes nabotrekanter hvis de har en fælles side. To nabotrekanter udgør i forening en tokant. Enhver af trekanterne har tre nabotrekanter. Hver af trekanterne har en 'diagonalt modsat' trekant som den er kongruent med. (Tegn storcirkler på en appelsin eller et andet kugleformet objekt og se, at alle disse påstande giver mening.)
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Lad A, B, C være punkter på en kugleflade. Den sfæriske trekant ∆ABC er den del af kuglefladen, der afgrænses af de korteste storcirkelbuer mellem A, B og C.

Den sfæriske afstand mellem to punkter A og B defineres som buelængden af den mindste af de to storcirkelbuer, der går mellem A og B. 

Kender vi radius af kuglefladen, kan den sfæriske afstand angives i enten grader eller radianer og altså dermed ikke i koordinatsystemets enheder, som vi sædvanligvis gør i den analytiske geometri. Men vi kan omregne til en afstand i de sædvanlige enheder:

Øvelse 3 :
På en kugleflade med radius 3m er opgivet en sfærisk afstand på π/4. Hvad er den sfæriske afstand målt i meter?

På en kugleflade med radius 3m, er opgivet en sfærisk afstand på 30˚. Hvad er den sfæriske afstand målt i meter?

Hvordan omregner man en vinkel målt i radianer til en buelængde på en kugleflade med radius R?

Hvordan omregner man en vinkel målt i grader til en buelængde på en kugleflade med radius R?
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Vi anbringer kuglefladen med centrum i origo i et 3-dimensionalt koordinatsystem. Lad v være vinklen mellem vektor 
[image: image4.wmf]OA

 og 
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 målt i radianer, så er afstanden mellem A og B r·v. Hvor r er kuglens radius. Det skal vises i opgave 4.

Øvelse 4 :

Hvis man kender koordinaterne for A og B, hvordan finder man så den sfæriske afstand? 

Vink: Husk, at cos(v) kan udregnes udfra skalarproduktet af 
[image: image6.wmf]OA

 og 
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 samt længderne af de to vektorer.

Find tre eksempler A, B og C, på punkter på en kugleflade med radius 2, og udregn den sfæriske afstand mellem A og B, mellem B og C og mellem C og A.
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Er den sfæriske afstand mellem A og B den samme, længere eller kortere end længden af vektor 
[image: image8.wmf]AB
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På figur 2 er vist en sfærisk trekant ABC. Desuden er de diametralt modsatte punkter A’, B’ og C’ markeret. Trekant ABC udgør sammen med nabotrekanten ACB’ en sfærisk tokant BCB’A. Tokanten er afgrænset af de to storcirkler BAB’ og BCB’. De stiplede kurver er storcirklernes forlængelse om på bagsiden af kuglefladen.

En tokants vinkel kan måles som vinklen mellem storcirklerne, der danner den, altså i dette tilfælde vinklen mellem planerne igennem OAB og OBC.

Hvis vi vil finde vinklerne i trekant ABC, så gælder der at:

Vinkel B er tokantsvinklen mellem storcirklerne BAB’ og BCB’.

Vinkel A er vinklen mellem storcirklerne ABA’ og ACA’.

Vinkel C er vinklen mellem storcirklerne CAC’ og CBC’.

Øvelse 5 :

Lad A=(5,0,0), B=(3,4,0) og C=(0,3,4). Vis, at punkterne ligger på en kugleflade centrum i Origo og med radius 5. Tegn en kugleflade med punkterne på. Udregn de tre vinkler. 

Vink: Vinklen mellem to planer er vinklen mellem deres normalvektorer. En normalvektor til den plan, der definerer storcirklen ABA’, er krydsproduktet 
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 = (0,0,20). Alle vinkler i den sfæriske trekant skal ligge i intervallet [0,π]. Mellem to planer er der to vinkler – en stump og en spids (eller to rette). For at få den rigtige trekantsvinkel, skal man vælge sine normalvektorer passende, eller man kan kigge på en figur og se, om det er den stumpe eller den spidse vinkel, der skal bruges.  

Vil man have en formel, er her en mulighed: Vinklen ved A er vinklen mellem 
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 og 
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, vinklen ved B er mellem 
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 og 
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, og ved C er det så vinklen mellem 
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 og 
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. Husk at 
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Sætning:

Arealet (a) af tokanten  BCB’A er: 
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hvor B er gradtallet for vinkel B, og F er kuglefladens areal. 

Bevis:

At arealet er denne brøkdel af kuglefladens areal ses ved ”lagkagegeometri”: Hvis B=360, er tokanten hele kuglen, så arealet er F. Brug nu, at arealet er proportionalt med vinkel B.

(
På tilsvarende måde ses, at de sfæriske tokanter ABA’C og CAC’B har arealer
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Ved hjælp af disse udtryk kan arealet nu findes af trekant ABC. Ved at se på den halvkugle, der ligger over storcirklen ACA’C’, kan vi godtgøre, at de fire sfæriske trekanter med en vinkelspids i B: BAC,BAC’,BC’A’ og BA’C tilsammen har arealet ½F. 

Ved figurbetragtning på figur 2, kan vi se, at der gælder følgende om disses arealer:

1)
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Da trekanterne BA’C’ og B’AC er kongruente,  gælder endvidere

3)
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Ved at lægge disse tre udtryk sammen fås nu
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Da de fire ovennævnte trekanter tilsammen har arealet ½F, fås
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(2a(BAC)= (A+B+C)
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Vi har dermed et resultat om vinkelsummen i de sfæriske trekanter :

Sætning :

En sfærisk trekant har arealet 
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hvor A, B og C betegner vinklernes gradtal, og F = 4πr² er kuglefladens areal.

Hvis vinklerne er målt i radianer, er formlen

                                                           a = (A+B+C-π)r²

Øvelse 6 :

Vis den sidste formel ovenfor. Vink: Hvad skal rettes i afsnittet ovenfor, hvis vinklerne er målt i radianer?

Øvelse 7 :

a) Vis, med notation som i sætningen, at vinkelsummen i en sfærisk trekant er 

A+B+C=180+720a/F, når vinklerne er målt i grader. Og vis, at formlen er A+B+C=π+a/r² når vinklerne måles i radianer. 

b) Angiv en sfærisk trekant med tre rette vinkler.

c) Vis, at vinkelsummen i en sfærisk trekant er større end 180˚ (Vink: Hvor lille kan arealet a blive?) og mindre end 540˚. (Vink: Hvad stort kan arealet, a,  være i forhold til arealet F af kuglefladen? )
Øvelse 8 :

Ovenfor har vi givet et bevis for, at vinkelsummen i en plan trekant er 180˚. Hvad går der galt, hvis man forsøger at oversætte det bevis til kuglefladen? 

Sfæriske koordinater.
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I det følgende ønsker vi at indføre sfæriske koordinater for en positionsangivelse på kuglefladen.

Dette svarer i praksis til et punkts længde og bredde koordinater på jordkloden, mens det i matematikken svarer til at give koordinater til en stedvektor 
[image: image29.wmf]®
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(se figur 3) 

Forklaring til de sfæriske koordinater (λ,φ) :

Størrelsen λ angiver den vinkel som xz-planen må drejes omkring z-aksen for at ramme punktet P.

Vi måler vinklen λ med fortegn, så λ 
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Størrelsen φ angiver den vinkel som 
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danner med sin projektion på xy-planen.

Vi måler vinklen φ med fortegn, idet vinkler på den nordlige halvkugle regnes positivt, vinkler på den sydlige halvkugle regnes negativt, altså må φ 
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For nordpolen og sydpolen gælder at φ er henholdsvis 900 og –900, mens λ kan vælges vilkårligt efter omstændighederne

Omsætning mellem sfæriske koordinater (λ,φ) og sædvanlige koordinater (x,y,z) :

Vi antager, at kuglen har radius r. Således bliver længden af 
[image: image33.wmf]OP

lig r.

Ved at projicere 
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ned på xy-planen fremkommer vektoren 
[image: image35.wmf]OQ

. 

Denne har længden r(cosφ  


(1).

Tilsvarende får (x,y,z) følgende koordinater :

x = r cos φ cos λ

y = r cos φ sin λ                             
(2)

z = r sin φ.

Disse ligninger gør, at vi kan bestemme (x,y,z) hvis vi kender kuglens radius r og de sfæriske koordinater (λ,φ).

Øvelse 9 :

Vis ud fra de tre trekanter på figur 3, at (1) og (2) gælder. Brug i denne forbindelse formlerne for sinus og cosinus i retvinklede trekanter og nedenstående trekantsfigurer :
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Øvelse 10 :

Hvilke koordinater (x,y,z) skal Nordpolen have ? Hvilke problemer opstår i denne forbindelse ?

Hvis vi derimod kender (x,y,z) og ønsker at finde de sfæriske koordinater (λ,φ), skal vi først bestemme kuglens radius r.

Det gøres ved at beregne r ved hjælp af formlen for afstand mellem to punkter i rummet, nemlig

r = 
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Derefter kan φ bestemmes ved at benytte  z = r sin φ, mens der skal lidt flere regnerier til at bestemme λ. Her skal benyttes, at

tan λ = 
[image: image37.wmf]x
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 (4)

Øvelse 11 :

Vis at (4) gælder. 

Eksempel 1 :

Et punkt på kuglefladen har koordinaterne (x,y,z) = (2,6,-7). Vi ønsker at bestemme de sfæriske koordinater til punktet.

Først beregnes radius ved hjælp af (3) :



r=
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φ kan nu beregnes:


sin φ = 
[image: image40.wmf]r
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og heraf fås, da -90˚≤φ≤90˚, at  φ= -47,900.

Ved brug af (4) fås nu λ´s koordinater:


tan λ = 
[image: image42.wmf]x
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[image: image43.wmf]2

6

=3, 
både x og y er positive og -180˚≤λ≤180˚, så λ = 71,570 
Dermed får punktet de sfæriske koordinater



(λ,φ) = ( 71,570,-47,90˚)

Øvelse 12 :

Bestem koordinaterne (x,y,z) til punktet A, når de sfæriske koordinater for punktet er (700, -200). Kuglens radius angives til 4.

Øvelse 13  :

Beregn de sfæriske koordinater for punktet (4, -1, 8).

Sfærisk trigonometri

Indenfor den sfæriske geometri har man de sfærisk trigonometriske formler for en sfærisk trekant. Disse modsvarer de formler, som findes i den sædvanlige plangeometri for trekanter.

Vi betragter følgende situation :


Buelængderne for trekanternes sider betegnes med a, b og c. I det følgende måles vinklerne i grader.

Siden a skal så beregnes som gradtallet mellem vektorerne 
[image: image44.wmf]OB

og 
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 (se fig. 4 og 5)

Vi kan uden indskrænkning antage, ved passende valg af koordinatsystem, at C er sammenfaldende med Nordpolen.


Lad således C være sammenfaldende med Nordpolen, så bliver de sfæriske koordinater for A og B følgende A(0, 900-b) og B(C, 900-a), 

Ved at indsætte disse sfæriske koordinater i formlerne (2) fås følgende koordinater til stedvektorerne 
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=(r sin b, 0, r cos b) og 
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= (r sin a cos C, r sin a sin C, r cos a)     
(5)

Ved brug af formlen for vinkel mellem vektorer i rummet :



cos v = 
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fås at skalarproduktet af 
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cos c = r2 cos c
(6)

Ved det sidste lighedstegn har vi udnyttet at punkterne A og B ligger på kugleskallen, så derfor er længderne af 
[image: image54.wmf]®
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 og 
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lig kuglens radius r. Ved figurbetragtning kan vi endvidere se, at vinklen mellem de to vektorer netop er buen c.

Udregnes skalarproduktet ved hjælp af koordinaterne for stedvektorerne
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 fås :
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= ( r sin b, 0, r cos b) . (r sin a cos C, r sin a sin C, r cos a) 

= r2 sin a sin b cos C + r2cos a cos b

(7)

Ved at sammenligne (6) og (7) og dividere med r2 fås

cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C

(8)

På tilsvarende vis kan man bestemme formlerne for cos b og cos c, hvorved vi får de såkaldte cosinusrelationer for den sfæriske trekant :

Cosinusrelationerne :

cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C

cos b= cos a cos c + sin a sin c cos B

cos a = cos c cos b + sin c sin b cos A

Eksempel: 

De geografiske koordinater for København er ca. (12,57˚,55,67˚), New York har koordinater 

(-73,97˚,40,78˚)  og Seattle ligger på (-122,33˚,47,62˚). Jordens radius er ca. 6370 km.

Et fly flyver direkte på  en storcirkel til Seattle fra  København. Den samlede flylængde findes som følger: 

Kig på den sfæriske trekant i figur 4 ovenfor. Vi lader København være B, Seattle er A, og Nordpolen er C. Så er a  = 90˚ - 55,67˚ = 34,33˚ , b = 90˚ - 47,62˚ = 42,38˚

Vinkel C er 12,57˚-(-122,33˚) = 134,9˚

Fra cosinusrelationerne finder vi cos c = 0,3416  og dermed c = 70,02˚ = 1,222

Afstanden er så 6370km · c  = 7785 km

Et andet fly flyver i en fastlagt luftkorridor på en storcirkel til Nordpolen og derfra på en storcirkel til Seattle. Den samlede afstand tilbagelagt af dette fly er (med a og b omregnet til radianer) 6370km·(a+b) =  8528km. Kig på en globus og se, om det ser rimeligt ud. Hvor langt mod nord kommer man på en storcirkelflyvning fra København til Seattle? 

Øvelse 15:

 Et fly flyver fra København via New York til Seattle. De geografiske koordinater for New York er  (-73,97˚,40,78˚)  Hvor lang er denne flyvning? 

Sætning (sinusrelationerne):


Bevis:

Vi udnytter cosinusrelationen, hvori vinkel A indgår (vi kunne lige så godt have anvendt en af de øvrige) :

cos a = cos c cos b + sin c sin b cos A (
-cos A  sin b sin c = cos c cos b - cos a

Ved at kvadrere på begge sider  fås følgende:

                  cos2A sin2b sin2c = cos2b cos2c + cos2a – 2 cos a cos b cos c
(9)

Grundrelationen cos2x + sin2x = 1 udnyttes i det følgende til at omskrive (9):

(1-sin2A) sin2b sin2c               
= (1-sin2b)(1-sin2c) + (1-sin2a) - 2 cos a cos b cos c (
sin2b sin2c – sin2A sin2b sin2c = 1 - sin2c - sin2b + sin2b sin2c+1- sin2a - 2 cos a cos b cos c (
– sin2A sin2b sin2c                   = 2 - sin2c-sin2b- sin2a- 2 cos a cos b cos c

Hvis vi fra begyndelsen havde valgt en af de øvrige cosinusrelationer, ville vi være endt med højresiden under alle omstændigheder, idet højresiden ikke ændrer sig ved ombyt af bogstaverne a,b,c.

Dermed fås :

-sin2A sin2b sin2c = – sin2B sin2a sin2c = – sin2C sin2b sin2a  (
sin2A sin2b sin2c = sin2B sin2a sin2c = sin2C sin2b sin2a  

Da vi kun betragter vinkler mellem 0 og 180 grader, vil sinusværdierne være positive, så vi får ved kvadratrodsuddragning følgende :


sin A sin b sin c = sin B sin a sin c = sin C sin b sin a
Hvis vi nu dividerer første to led med sin a(sin b(sin c fås første to led i sinusrelationen. Tilsvarende fås resten af formlen.

(
Den retvinklede sfæriske trekant :
Ved at udnytte cosinusrelationerne og sinusrelationerne kan man vise formlerne for retvinklede sfæriske trekanter.

Øvelse 15:

Vis følgende formler for den retvinklede sfæriske trekant ABC, hvor vinkel C er ret :

1) cos c = cos a cos b

2) 
[image: image60.wmf]c

a
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sin

sin

sin

=

 ( og tilsvarende for de øvrige vinkler)

3) cos A = 
[image: image61.wmf]c

b

tan

tan

 

(hint : omskriv cosinusrelationen hvori A indgår og indsæt resultatet fra 1))

4) tan A = 
[image: image62.wmf]b

a

sin

tan


(hint : divider resultaterne fra 2) og 3))

Med formlerne fra øvelse 6 kan vi nu udregne sider og vinkler i retvinklede sfæriske trekanter :

Eksempel :

Trekant ABC  med den rette vinkel C har følgende kendte stykker : a = 45,20 og A = 810.

Vi ønsker at beregne de ukendte stykker i trekanten :

Af  tan A = 
[image: image63.wmf]b
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 ( sin b = 
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 kan siden b beregnes til : sin b = 
[image: image65.wmf]81
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( b = 9,20
Tilsvarende kan siden c beregnes: 
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( sin c = 
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så sin c = 
[image: image68.wmf]81
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( c=45,90.

Overvej, hvorfor det netop er 45,90 . Der findes jo andre vinkler med sin v = sin c
I den plane trekant ville det være let at finde vinkel B, men i den sfæriske trigonometri er vinkelsummen i trekanten jo ikke 1800. Vi må derfor beregne B :


[image: image69.wmf]c

b

B

sin

sin

sin

=

, hvorved B = 12,80

Hermed bliver vinkelsummen  i trekant ABC 183,80
KORTPROJEKTIONER

Nu ved vi, at kuglefladens geometri er forskellig fra planens – trekanter har vinkelsum 180˚ i planen, mens en sfærisk trekant har en vinkelsum, der afhænger af dens areal. Derfor kan kuglefladens geometri ikke gengives præcist i planen – det er derfor, der findes mange forskellige landkort.

I matematikken beskriver vi et kort som en afbildning fra en delmængde af kuglefladen til en delmængde af planen. På kuglen er punkterne beskrevet ved deres geografiske koordinater og i planen har vi (x,y) koordinater. Et kort – eller en kortprojektion – skal altså udfra (λ,φ) give en x-koordinat og en y-koordinat; der indgår således to funktioner – af to variable x=f(λ,φ) og y=g(λ,φ). 

Eksempel:

Archimedes’ projektion er afbildningen x=λ, y=sin(φ). Den afbilder længdegrader i lodrette rette linier og breddecirkler i vandrette linier, og man kan vise, at den afbilder arealforhold rigtigt. Hvordan ser den ud omkring Nordpolen?

Et ideelt kort skulle være et, hvor 

1. Afstandsforhold er bevaret.

2. Vinkler er bevaret.

3. Arealforhold er bevaret.

4. Storcirkelbuer afbildes i rette linier.

Mere præcist, siger betingelse 1), at der skal være et tal, målestoksforholdet, så afstande i naturen  omsættes til afstande i kortet ved at multiplicere med målestoksforholdet. Man kan vise, at et kort, der opfylder betingelse 1), også opfylder de tre andre, men det vil vi ikke gøre her.

Følgende sætning siger, at der ikke findes ideelle kort:

Sætning: 

Der findes ikke kortprojektioner, hvor storcirkler afbildes i linier, og vinkler samtidig er bevaret.

Bevis:

Lad os antage, at vi har sådan et kort. Nu vælger vi tre punkter, A,B,C  på kuglefladen. Vi kalder deres billedpunkter ved projektionen for a,b,c. I trekant ABC, er vinkelsummen  A+B+C=180+(720a)/F (eller A+B+C=π+a/r²i radianer). Da vinkler er bevaret i kortet, er vinkelsummen det også, men i trekant abc er vinkelsummen 180 (eller π) og det kan jo ikke passe. Altså findes der ikke sådan et kort.

Der findes altså heller ikke kort med et fast målestoksforhold. For havde vi sådan et, ville betingelse 2 og 4 være opfyldt. Det er vel ganske overraskende – hvad betyder det mon så, at et kort er 1:100000? Det er en længere historie, som ikke kan fortælles her, men en af forklaringerne er, at det næsten er rigtigt, at man bare skal multiplicere eller dividere med 100000 for at regne om mellem naturen og kortet. I de kort, der bruges i Danmark for tiden, vil det give en fejl på højst 0,0004. Målestoksforholdet for et 1:100000 kort ligger reelt mellem 99960 og 100040, så en afstand, man har regnet ud til at være 1 km er muligvis 40 cm kortere eller længere. Det betyder ikke noget, hvis man skal gå en tur og regne ud, hvor lang den mon er. Men skal man placere Øresundsbroen med jernbanespor, er det ikke hensigtsmæssigt at lægge sporene skævt – så mødes de ikke med sporene på den anden side.

Eksempel:

Stereografisk projektion er dels givet geometrisk som i øvelse 16 og dels analytisk ved x=2cos(φ)cos(λ)/(1+sin(φ)) og y=2cos(φ)sin(λ)/(1+sin(φ)).

Man kan vise, at det er en vinkelbevarende projektion.

Øvelse 16: 

Vi ser på kuglefladen med radius 1. Lad P være planen givet ved z=1; altså en plan, der tangerer kuglefladen i Nordpolen. Lav en parameterfremstilling for linien gennem 

A = (cosφcosλ, cosφsinλ, sinφ) og S = (-1,0,0).

Vis, at linien skærer planen P i (2cos(φ)cos(λ)/(1+sin(φ)), 2cos(φ)sin(λ)/(1+sin(φ)),1).

Stereografisk projektion er altså givet ved, at et punkt A afbildes over i det punkt på P, som ligger på linien fra Sydpolen gennem A. Denne projektion er vinkelbevarende og bruges i praksis i polområderne Arktis og Antarktis. Overvej, hvordan opskriften her skal modificeres for at give et godt kort over Antarktis.


Eksempel: Geometrisk beskrivelse af Archimedes’ projektion, x= λ og y= sinφ.
Lad som vanligt kuglefladen have radius 1 og anbring den med centrum i Origo og Nordpolen i (0,0,1). Placer en cylinder med radius 1 omkring z-aksen. Billedet af et punkt er givet ved at trække en linie fra z-aksen parallelt med xy-planen. Og se, hvor den skærer cylinderen.

Eksempel

Mercator projektionen er givet ved x=λ,y=ln(tan(π/4+φ/2)).

Den er en cylinderprojektion, men er ikke givet ved en geometrisk beskrivelse, hvor man trækker linier som ved Archimedes’ projektion. Den, og varianter af den, er, trods den grimme formel, de mest brugte projektioner overhovedet. Det skyldes især, at den er vinkelbevarende.

Kort i Danmark.
I Danmark bruger vi en Mercatorprojektion til søkort, vi bruger UTM, Universal Transversal Mercator, for landområderne og desuden en særlig dansk transversal mercator projektion, KP2000 samt et gammelt system, System 1934, som ligner en transversal mercator projektion, men ikke helt er det. Alle disse projektioner er vinkelbevarende (for System 34 er det ikke helt sandt, men næsten)  og opfylder altså betingelse 2) for et ideelt kort. 

I det indledende kapitel er der kort over Danmark i Mercator-, i en Transversal Mercator- og i XY-projektionen, som er projektionen x=λ og y=φ.

Transversal Mercator har en endnu mere indviklet formel end Mercator. 
Den fulde historie om kortprojektioner kræver, at man finder løsning på en hel del andre problemer: 

Jorden er jo ikke en kugleflade. Den ligner mere en omdrejningsellipsoide: 

Omdrejningsellipsoiden har ligning x²/a² +y²/a²+z²/b²=1

For kuglefladen er a=b=r, så den er et specialtilfælde. For Jorden er fladtrykningen f=(a-b)/a=1/297 (cirka).

Men Jorden er jo heller ikke en ellipsoide; Mount Everest stikker f.eks. lidt ud! Man skal altså vælge en model for Jorden, før man begynder at lave kort. Der er jo heller ikke noget fastlagt x,y,z koordinatsystem, som man kan se i naturen.

I Danmark har vi flere ellipsoider i spil:

Den internationale 1924 ellipsoide med a=6378388 og f=1/297

WGS84 ellipsoiden har a=6378137,0 og f=1/298,257223563

 og er den, GPS satellitterne angiver geografiske koordinater i. De geografiske koordinater afhænger nemlig af, hvilken ellipsoide, vi har valgt. 

Øvelse16:

Udregn b for de to ellipsoider ovenfor.

Et andet problem er højder: Punkter på Jorden har sædvanligvis en højdekoordinat, og det er relevant at spørge, hvad det er højden over. Der er igen flere muligheder. I Danmark har vi  mulighed for at opgive højder over en af ellipsoiderne, men sædvanligvis bruges et særligt højdesystem: DVR, Dansk Vertikalt Referencenet. Det gør man, fordi man ønsker, at vandet løber fra et punkt med højde 2m til et med højde 1,75m (det er væsentligt, når man anlægger kloakker) og derfor skal højdeangivelser passe med tyngdekraften – og det gør det ikke for ellipsoidehøjder. Men det er endnu en lang historie.

Endelig skal man finde ud af, hvordan man måler disse ting. GPS er uhyre effektivt, og kan, hvis man har en kvalitetsmodtager, give meget præcise målinger. Dem kan man så afsætte i et kort, hvis man har styr på sine kortprojektioner! Omregning mellem forskellige kort gøres med KMS-trans, et transformationsprogram, som i skrivende stund kan hentes gratis på Kort og Matrikelstyrelsen hjemmeside www.kms.dk. Der kan man også læse mere om kort i Danmark.
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