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FORORD

Bogen gennemgér det pensum, som er beskrevet i fagplanen af 2009.

Det er en forudsatning, at de studerende har et solidt kendskab til det matematiske pensum, der
findes 1 lerebogen “P. Madsen: Teknisk Matematik™ kapitlerne 1 til 10

Har man ikke denne bog kan man pa internettet pd hjemmesiden larsen-net.dk gratis hente
leerebogen “Mogens Oddershede Larsen: Matematik fra C til A- niveau”. Her svarer pensum
nogenlunde til kapitlerne 1 - 5 +afsnit 6.1 og 6.2. (siderne 1 til 62)

Selv om avancerede matematiklommeregnere let kan reducere selv de vanskeligste udtryk, og
lose selv meget komplicerede ligninger osv. sa viser erfaringen, at det er meget sveert, at anvende
matematikken, hvis man ikke er 1 stand til at manipulere med simple udtryk.

Det bliver ogsa naesten umuligt at leese en teknisk tekst eller herer et foredrag, hvori der indgar

nogen matematik, hvis man ikke i rimelig grad behersker symbolikken.

Anvendelse af lommeregner.

Der forudsattes, at man har radighed over en “matematiklommeregner” (her TI89).

Denne er en avanceret minicomputer, og det er en del af pensum, at man larer at anvende den
pa forskellige problemstillinger.

Eksemplerne er dog ofte regnet bade med og uden brug af lommeregner.

Opgaver er anfort efter hvert kapitel.

En facitliste til disse opgaver findes bagerst 1 bogen.

august 2009 Mogens Oddershede Larsen

i1



Indhold

INDHOLD

1

Vektorer i planen

1.1 Indledning . .. ... ... 1
1.2 Definitioner .. ... .. 1
1.3 Vektors koordinater . ........ ... .. ... 4
1.4 Skalarprodukt . ... ... ... . 6
1.5 Retningsvinkel, polere koordinater .............. ... .. ... ... .. .. .. ... 7
1.6 Vinkel mellem vektorer ......... ... . . .. . . 8
1.7 Tveaervektor, Determinant . ... ... ...t 9
Opgaver til kapitel 1 ... ... . e 11
Rumgeometri
2.1 Vektorer irummet ... ... ...t 12
2.2 Koordinatsystem i rummet . ...............iitiriin 13
23 Skalarprodukt . .. ... . . 15
2.4 Linier i rummet . ... ..ottt 16
2.5 Vektorprodukt . .. ... 20
2.6 Planerirummet . . ... ... . 24
2.7 Polyeder, cylinder, kegle og deresrumfang . ........................... 30
2.8 Kuglen ... e 32
Opgaver til kapitel 2 .. ... e 34

Sfeerisk geometri

3.1 Grundbegreber . . ... ... 38
3.2 Sfamrisktrekant . .. ... 39
3.3 Sfariske koordinater, polartrekant . ....... ... . . 41
3.4 Grundformler for en vilkarlig sferisk trekant . ............................ 42
3.5 Denretvinklede sfaeriske trekant . ........ ... ... .. . 44
3.6 De 6 trekantstilfaelde ........... .. 45
3.7 Navigationsformler ........ ... . ... . 46
Opgaver til kapitel 3 ... ... . e 52
Standardfunktioner
4.1 Funktionsbegrebet . ... ... ... ... . . 53
4.2 Potensfunktioner . ............... ..ttt e 54

v



Indhold

4.3 Polynomier ... ... ... .. 56
4.4 Eksponential- og potensfunktioner .............. ... . ... .. .. ... 58
4.4.1 Eksponentialfunktion ............ ... ... .. i 58
4.4.2 Logaritmefunktion ........... ... ... . .. 59
4.4.3 Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner ............... 60
4.5 Trigonometriske funktioner ............. ... ... ... ... . 64
4.5.1 Indledning ... ... . . 64
4.5.2 Definition af SINUS 0 COSINUS . . ... .\ttt t it e e 65
4.5.3 PeriodiCItet . . . ..ot 65
4.5.4 Relationer mellem trigonometriske funktioner ......................... 67
4.5.5 SVINGNINGET . . oottt ettt e e e e e e 68
Opgaver til kapitel 6 ... ... .. 72
Regression
5.1 Indledning ... ..o 74
52 Lineermodel ...... ... . 75
5.3  Bestemmelse af regressionsligning . .. ............. ... . .. 75
5.4  Vurdering af om model beskriver datagodt ............. ... ... ... .. ... 76
5.5 Eksempler pé lineer regressionregnet pa TI89 .. ......................... 79
Opgaver til kapitel 5 ... ... . &3

Differentialregning

6.1 Indledning ... ... ... . 87
6.2 Graensevaerdiogkontinuitet . . ............ ... . 87
6.2.1 Greensevardi ... ... ...t 87
6.2.2 Kontinuitet . ... ... ...t e 88
6.3 Differentialkvotient .. .......... ... . 88
6.4 Regneregler for differentialkvotienter .. ............. ... ... ... ... ... ..... 92
6.5 Differentiation af standardfunktionerne .............. ... ... ... .. .. ..... 94
9.5 Hojereafledede ....... ... 97
6.7 Funktionsundersggelse .............. ... 98
6.8 Nogle anvendelser af differentialregning ............................... 102
6.8.1  OPtMETING .. ...ttt e e 102
6.8.2 Kinematik ... ... ... 105
6.8.2.1 Indledning .......... . ... . i 105
6.8.2.2 Javnretlinetbevaegelse ......... ... ... ... 105
6.8.2.3 Ikkeretlinet beveegelse ............ ... . . i 106



Indhold

6.8.3 GKONOMI . . ..ottt e 108
Opgaver til kapitel 6 ... ... ... e 110

7 Integration

7.1 Indledning .. ... e 110
7.2 Ubestemt integral . ........ ... .. ... 110
7.3 Integrationsregler .. ........ ... . .. 115
7.4 Bestemtintegral .......... .. .. .. ... 117
75 Numerisk integration . ........ ... .. ...t 122
7.6 Rumfang af omdrejningslegeme . ........ ... ... .. ... ... .. ... ... 122
7.7 Tyngdepunkt af homogent plantomrade ............................. 124
Opgaver til kapitel 7 ... ... . e 126
Appendix 1 Beregninger foretaget pa lommeregner ........................... 128
Facitliste ... ... ... .. 132
StKOIrd . . .. 136

vi



1.2. Definitioner

1 Vektorer i planen

1.1 Indledning

Som indledning til rumgeometrien repeteres her kort de vaesentligste definitioner fra vektorer 1
planen. Beviserne er ofte udeladt, men kan findes i leerebogen “Matematik fra C til A niveau”
der kan findes pé nettet (se forordet)

Specielt gennemgas vektorer givet 1 polare koordinater.

1.2. Definitioner

Ved mange mélinger og beregninger er man blot interesseret i
at opna et tal som resultat. Man siger ogsa, at resultatet er en
skalar. Dette gelder eksempelvis ved maling af en masse (10
kg) eller en afstand (5 m). Ofte er tallet forsynet med en enhed.
I andre tilfeelde er man ikke alene interesseret i et tal som
resultat, men ogsa i1 en retning. Dette geelder eksempelvis hvis
man vil angive et skibs hastighed, som jo bade er den retning
skibet sejler 1, og dens fart.

Dette sker normalt ved pile som bade har en retning og en leengde (se figuren).

Et andet eksempel er de krafter der pavirker et legeme. Ogsa her har man behov for bade at
angive kraftens retning og dens storrelse.

[N

Det er netop regning med sddanne 'pile’, vil skal se pa i dette kapitel.

Definition: Mangden af alle liniestykker med samme lengde og samme retning kaldes en
vektor. Hver af disse orienterede liniestykker kaldes en pil, og hver pil kaldes en repraesentant
for vektoren.

Vektorer betegnes med sma bogstaver med en pil over eksempelvis a .

_)
Hvis vektoren har begyndelsespunkt 1 A og endepunkt 1 B betegnes den AB

B G
/
D

S
S

Fig 1.1: Vektorer

Pé figur 1.1 era = AB=CD og b=EF=GH ,mensad#b (da de har forskellig retning.



1. Vektorer i planen

%
Leengden af vektoren g = 4B skrives |El| og defineres som lengden af liniestykket AB.

Nulvektoren 0 er en vektor med laengden 0.
Egentlig vektor: Vektor der ikke er nulvektoren

Vektoraddition.

Lad a og b vare to egentlige vektorer. Vektoren G + b defineres pé folgende made.
Et vilkarligt punkt A valges som begyndelsespunkt for a . Lad B vare endepunkter for a .

Derefter afsatter vi b med begyndelsespunkt i B. Endepunktet for b kaldes C (se figur 1.2).
Vektoren a +b er da defineret som vektoren med begyndelsespunkt i A og endepunkt i C.

Indskudssaetningen: A_>C = A—)B+ B_>C (kaldes séledes, da B er skudt ind mellem A og C)

Fig 1.2 Vektoraddition

Krzefternes parallelogram. En anden made at konstruere summen af a og b er ved at afsette
de to vektorer med samme begyndelsespunkt (pé figur 1.2 i punktet D). Vektoren a +berda
diagonalen i det af a + b udspendte parallelogram.

Hvis @ og b var krafter der pavirkede et legeme 1 punktet D, sd er a + b den resulterende kraft.

Det ses umiddelbart af en figur, at der galder

i+b=b+a og a+(b+3)=(a+b)+7¢

Disse 2 regler bevirker, at man regnereglerne for addition af reelle tal og for vektoraddition bliver
de samme. Man kan sdledes haeve og s®tte “plus’parenteser efter behag.



1.2. Definitioner

Vektorsubtraktion

For reelle tal gelder som bekendt, at 6 - 4 er
det tal der lagt til 4 giver 6, eller 4 + (6-4) = 6.
P4 samme made skal det gzlde, at

b+(@a-b)=a.
P& figur 1.3 er d og b afsat med samme
begyndelsespunkt. G —p er da den vektor, der

har begyndelsespunkt i b ‘s endepunkt og
endepunkt i @ ‘s endepunkt .

Fig 1.3 Vektorsubtraktion

Multiplikation med tal

Definition: Lad a vere en egentlig vektor og ¢

vare et reelt tal.

Vektoren ¢-a er da bestemt ved: b

Hvis t > 0: t-d og a er ensrettede og t-a ert . 2-d
gange s lang som a . a
Hvis #<0: t-a og a er modsatrettede og ¢-a er k

¢ gange sa lang som 4 . \2
L
2

Hvis t=0: 0-6=0.

Fig. 1.4 Multiplikation med tal
Specielt ses, at (—1)-a er vektoren der er modsat rettet @ og lige sd lang som a . Den benavnes
kort —a .
For multiplikation af vektorer med tal gelder se seedvanlige regneregler som vi er vant til fra tal.

Eksempelvis 2(G +3b)—4(3d —2b) = 2d + 6b —12d +8b = —10d + 14b

Ved en enhedsvektor ¢ forstds en vektor med laengden 1

| =

Enhedsvektor & ensrettet med en given vektord er € =

(Y

. . . . . a
Hvis eksempelvisa har laengden 5, sd er en enhedsvektor i @ ‘s retning @ = 5



1. Vektorer i planen
1.3 Vektorers koordinater

Lad i et koordinatsystem punkterne O, E og F have koordinaterne O = (0,0), E=(1,0) og F =
(0,1).

Vektorerne ; = JE , j= 5F kaldes koordinatsystemets basisvektorer (jevnfer figur 1.5)
En vektor g kan nu skrives @ =a, +a, hvor 4, er parallel med x - aksen og 4y er parallel med

y - aksen.
Da a, er parallel med 7 findes der et tal a,, sa g, = all? hvor tallet a, er entydigt bestemt.

Analogt haves a,, = ayj
Vi har derfor a =a, +ay, =aji +ayj

Vi siger, at vektoren a har koordinaterne («a, , a, ).
For at kende forskel pd punkters og vektorers koordinater, valger man ofte at skrive vektorens

a
koordinater “lodret”: g = ( lj .

a
A
A
ay N
: a
a y
FA N
J
O i T i
. J
Fig. 1.5. Basisvektorer
L ‘ >
1
Fig. 1.6. Vektors koordinater
Regning med koordinater
. - [ D - (b
Seetning 1.1. Lad a = og b =
as b,
L~ [(a;+b . - [(a;—=b ~ (ta
Da geelder a+b = , a-b= , t-a=
Bevis:
d=ai+ayj , b=bi+b,j
- 7 g . - - - f a; +b1
d+b=aji+a,j+bji+by,j=(a;+b)i+(a,+b)j=
a, +b,
Pé ganske samme made bevises de to andre formler. 3



1.3 Vektorers koordinater

Eksempel 1.1. Regning med vektorer

-2 - (3
Lad der vaere givet a = (3 j og b = (5)

Find koordinaterne til 2a + 5b
Losning:

I (— 2} (3) (2~(—2)+5-3j (llj
2a+5b =2- +5- = =
3 5 2:345-5 31

TI-89: 2%[-2,3]+5*[3,5]  Resultat[11 31]

Stedvektor X P=(x.y)
Lad P=(x, y) veere et punkt i planen og O=(0,0). ’

Vektoren OP kaldes stedvektoren til punktet P.

Det ses umiddelbart af figur 1.7, at stedvektoren op og
punktet P har samme koordinater.

=~V

O

Fig 1.7. Stedvektor

Seetning 1.2. Koordinater for vektor givet ved to punkter
Lad punktet A= (a,, a,) og punktet B = (b,, b,).

- b, —a
Der geelder da, at vektoren| AB = ( ! ! )
bz —a,

Bevis: Af indskudsreglen fas:
OB = OA+ AB < AB = OB- 04
Da OB og OAder stedvektorer, har de samme koordinater som A og B.

Heraf fas ZB:5B—5A:(Z;])_(G1J :(bl _alj ‘
2

a, bz —a,

Eksempel 1.2. Koordinater for vektor givet ved 2 punkter
Lad punkterne A = (5,2) og B = (-3, 6).

_)
Find koordinaterne til vektoren AB.
Losning:

‘ZB:(_S:jj:ng ¢



1. Vektorer i planen

Vektors leengde.
Sezetning 1.3. Laengde af vektor

a|=-/a%+a; |, hvor a =(alj :

a,

Bevis:
Vektorerne @,i og a,j danner sammen med @ en retvinklet trekant med @ som hypotenuse (se figur 1.8). Da

leengderne af kateterne er‘alf‘ = ‘al‘ og‘azf‘ = ‘az‘ fds af Pythagoras s@tning: |’ =|a,[ +|,|" & a|=/a} +a

¢
Eksempel 1.3 Laengde af vektor

-3
1) Find leengden af vektoren a = ( 4 j .

2) Find en enhedsvektor e ensrettet med a .
Lesning:

D a| = (-=3)* +42 =5

-3

- i 3

2) T T

a

4
5

TI 89: 1)\/_ ((-3)*2+412)  eller norm([-3,2]) (norm kan findes under CATALOG)
2) unitV([-3,4]) (unitV angiver enhedsvektor og kan findes under CATALOG)

1.4 Skalarprodukt.
Vi vil nu definere et produkt af 2 vektorer, hvor resultatet er et tal (en skalar).

Definition af skalarprodukt.

~ (b
Ved skalarproduktet (ogsa kaldet “prikproduktet”) af vektorerne a = (al) og b = (bl j forstas
a 2

Eksempel 1.4. Skalarprodukt
-2 ~ (3
Lad der veere givet a :(3 J og b =( j .

Find skalarproduktet G-p .
Losning: a-b=(-2)3+35 =9
TI89: CATALOG\ dotP([-2,1],[3,5]) ¢



1.5 Retningsvinkel, polare koordinater

Der gaelder folgende regneregler for skalarproduktet:

Saetning 1.4. Regneregler for skalarprodukt

(1) ab=b-a

(2)a-(b+¢)=d-b+a-c
by=t

(3)(td)-b=a-(t (G@-b)
4)a*=d-a= |*|2 (sammenhceng mellem leengde og skalarprodukt)
Bevis:

Alle regler bevises ved koordinatregning, efter samme metode som nedenfor bevist:

- (& ~ (b - (4
Lad a = , b= og ¢ =
aj b, )

(1) @-b =a,b, +a,b,, b-d=bya, +bya, .
Da de to sider er ens er (1) bevist.

4

Regnereglerne (1), (2) og (3) svarer ganske til de man kender fra almindelige tal, sa vi kan derfor
tillade os at benytte samme metoder ved udregning.

Eksempelvis har vi (@ -b)*=(G -b)a-b)=a +b>-2i-b
e P R S WIS | (IR S P
Heraf fas a-b:E(a—b)2—a2+b2)©a-b:50a_b‘ —|a|2—‘b‘ J

Da lengden af en vektor er den samme uanset hvilket koordinatsystem der arbejdes ( blot man
har samme enhed) sd viser ovenstdende, at skalarproduktets verdi ogsd er uafhengigt af
koordinatsystemet.

1.5 Retningsvinkel , poleere koordinater
Lad @ vare en egentlig vektor. Vi har tidligere vist, at
en enhedsvektor € i samme retning a er givet ved

&= Heraf fis a =l ¢
d

Hvis vi afsatter € med begyndelsespunkt i (0,0) vil
endepunktet P ligge pa enhedscirklen (se figur 1.8).

Fig. 1.8 Retningsvinkel

Lad e danne vinklen v med den positive del af x - aksen. Punktet P far da koordinaterne

cosv
(cos v,sin v) . Da en stedvektor har de samme koordinater som punktet er e = ( j

sinv
. (cosv |c?|cosv
Vi har dermed @ = |d|-€ =|d|- sinv) ld|sinv



1. Vektorer i planen

Vinklen v fra x - aksens positive del til @ ‘s retningsvektor kaldes a ‘s retningsvinkel og regnes
“med fortegn” sadvanligvis i intervallet [-180° ; 180° ] eller i intervallet [0° ; 360°]

N

Da det er ganske besverligt med “handkraft” at regne i polere koordinater, vil man sedvanligvis
benytte en lommeregner som TI-89 til det.

>
OP|

Man siger ogsa, at punktet P har de poleere koordinater [

Eksempel 1.5 Regninger i polere koordinater med TI89
1) Omregn vektoren Gj til poleere koordinater

2) Omregn vektoren 5.4 ~21.8° til retvinklede koordinater
3) Udregn 3,6 ~25°+6.1 ~120°i polere koordinater

Lesning:

1) [5,2]p Polar (p Polar kan findes under CATALOG) Resultat: [5.385 ~ 21.80]
2) [5.4, £21.8] ( £ findes over EE) Resultat: [5.01 2.00

3) [3.6, £25]+[6.1, £ 120]p Polar Resultat: [6.81 ~ 88.2

L 4

Opgave 1.6. Regning i polere koordinater

Et skib sejler i 4 timer fra punktet A til punktet B med en begyndelseskurs pé 340° og en fart pd

16 knob.

I B &ndres kursen til 300° . Man sejler med uandret fart videre i 5 timer , hvorefter man er néet

til punktet C

a) Hvor mange semil har skibet sejlet for at komme fra A til C.

b) Angiv kursen i A, hvis man i stedet direkte havde sejlet direkte fra A til C, og angiv af antal
semil man har sejlet.

Lesning:

a) Skibet har sejlet 16-(4+5) =144 sm

b) I polere koordinater haves AB = (4-16,2340) og BC = (5-16, £300)

Heraf fas AB+ BC = AC dvs. [64, £ 340] +[80, . 300]p Polar = [135.43, - 42.32]

Kursen er 360 - 42.32 = 317.68° og antallet af somil er 135.43 sm
4

1.6 Vinkel mellem vektorer

Hvis a ogb er egentlige vektorer, danner de en vinkel v med hinanden. Vi vil her altid regne
vinkler som placeret i intervallet [ 0° ; 180° ] (eller [0; 7] ). Vi regner alts4 ikke her vinkler med

fortegn.

Seaetning 1.5. Vinkel mellem vektorer

Q
S

Hvis a ogb er egentlige vektorer og v er vinklen mellem dem geelder cosv =

Q)

S

Bevis:
Kan ses i leerebog Fra C til A



1.7 Yvaervektor, determinant

Eksempel 1.7. Vinkel mellem vektorer
Find vinklen mellem vektorerne |

o5 oe -,

Lesning:

| = /5> +2% =29 4
Bl =13"+(-2)" =13

=V

- 0 v

G-b=53+2-(-2)=11

ab 11 b
COSV = — = =0.5665

jal-p| ~29-413
v =55.49°
TI 89: Idet cosv :ﬁw =¢,-¢,,hvor e, og e, er enhedsvektorer fas

a .

cos™( dotP(unitV([5,2]),unitV([3,-2])))
hvor de enkelte vektorordrer findes i CATALOG eller ved MATH, MATRIX, L: Vector ops

To vektorer siges at vare ortogonale hvis vinklen mellem dem er 90°

Af setning 1.5 folger: ib=0salb

1.7 Tvarvektor, determinant.

Definition af tvaervektor. Ved tveervektoren a til en egentlig vektor G forstds den vektor, der
fremkommer ved at dreje d 90° i positiv omlobsretning (d.v.s. mod uret).

Specielt geelder , at i et seedvanligt koordinatsystem er; = ; .

Saetning 1.6. Tvarvektors koordinater .

a . ~ . ~ | 7%
Lad g = ( 1) veere en egentlig vektor.  Tveervektoren q har da koordinaterne a = (a j )

a, 1
Bevis: “se leerebog “fra C til A”

| 4
Eksempel 1.8. Tvaervektor

-2
Find tvaervektoren til vektoren a = (5 j

Lesning:

()



1. Vektorer i planen

Definition af determinant.
Ved determinanten for vektorparret (G,b) forstds tallet det(d,b)=a-b
Er d:(aljog I;:(bljbliverdet(ﬁ b)=a-b = [_ azj .(bl) —ab —ab
a, b, ’ a, b, e
Man bruger en speciel skrivemade for determinanten for et vektorpar, nemlig et kvadratisk
talskema med G som forste sgjle og 5 som anden sgjle.

a, b

det(d,b) = =a,by —a,b,

ay by

Eksempel 1.9. Beregning af determinant.

3 - (=2 - -
Lad a = (J ogh = (4 ] . Beregn determinanterne det (a,b) og det(b,a).

Lesning:
~ - - -23
det(a,b)= =12-(-2)=14 , det(b,a)= =-2-12=-14 .
et(@n)=, , (-2) » detb.a)=
TI 89: CATALOG: det([3,1;-2,4]) €

Satning 1.7. Areal af parallelogram.

Lad G og b vere to egentlige ikke-parallelle vektorer. Lad endvidere d= det(Ez,l; ), V veere
vinklen mellem G og b og A arealet af det parallelogram, som G og b udspeender.

Der geelder da: 4 = |d| =|&|-‘5‘-sinv.

Bevis:
Se leerebog “fra C til A”

Eksempel 1.10. Areal af trekant
Lad A=(5,1), B=(6,-2) og C=(3,-4). Find arealet af A ABC .

Lesning:

- 1 - -2
Vi finder 4B = og AC = .

-3 -5
. 1 -2 -
Da determinanten =—5—-6=—11,hardetparallelogram der udspandes af vektorerne 4B
- . . 11

og AC arealet T =11. Vi har folgelig, at A ABC’s areal :? =355 2

10



Opgaver til kapitel 1

Opgaver til kapitel 1

Los lieni -2 (x—2} 0
os ligningen - =
gningen | = {7,

1.1

1.2 a) Skriv a =( 3) pd poler form .

b) Find de polere koordinater for punktet P = (2, -3)
¢) I polare koordinater er Q = (5, 46°) . Angiv Q’s koordinater pa rektanguler form
d) Beregn (6, 120°) + (4, -30°) i polere koordinater.

-

1.3 AB har begyndelsespunkt A = (3,-1), l&engden 6 og retningsvinklen 133°. Bestem med 3
decimaler koordinaterne til B.

1.4 Etskib sejleri 3 timer fra punktet A med en begyndelseskurs pa 30° og en fart pa 15 knob.
(en kurs er vinklen 1 forhold til nord (y-aksen) regnet positiv med uret, og 1 knob er 1
semil/time)

Herefter &ndres kursen med 20° i sydlig retning (med uret) og farten andres til 12 knob.

Efter 4 timers sejlads med den nye kurs nés til punktet C.

a) Hvor mange semil har skibet sejlet for at komme fra A til C.

b) Angiv kursen 1 A hvis man i stedet direkte havde sejlet direkte fra A til C, og angiv af
antal semil man har sejlet.

5 ~ (-9
1.5 Bestem vinklen mellem vektorerne a = (12} og b :( 12}

1.6 Bestem vinklerne i A ABC, nar A =(17,8), B =(-5,22) og C =(8,-10)
1.7 a) Vis at punkterne A = (-2,2), B =(-1,-2), C = (4,1) og D = (3,5) udspender et
parallelogram.

b) Find den spidse vinkel mellem diagonalerne.

1.8 Lad A=(-1,1),B=(1,50gC=(11,0)
Vis, at ABC er retvinklet, og bestem de to spidse vinkler i trekanten.
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2 Rumgeometri

2. Rumgeometri

2.1 Vektorer i rummet.
Vi vil i dette kapitel antage at repraesentanterne for vektorerne er “pile” der er beliggende 1 “det
tredimensionale” rum. Et eksempel herpd kunne vere hastighedsvektoren for en partikel 1

rummet.
Definitionerne i afsnit 1.2 (af leengde, enhedsvektor osv.) og regnereglerne i afsnit 1.3 (addition,

subtraktion, multiplikation med tal) gaelder ogsé for disse vektorer.

Eksempel 2.1. Parallelepipedum
Ved et parallelepipedum ABCD-EFGH forstas et legeme begranset af parallelogrammer (se figur

2.1)
Ideta = IZB, b= AD 0og ¢ = A—>E skal man udtrykke diagonalvektorerne AG, BH, EC og

FDved a,b ogC.

Lesning:
Af indskudssatningen fas
AG = AB+ BC+ CG=a+b+¢
- - - - -
BH = BA+ AD+ DH =-d +b
EC= EA+ AB+ BC=G+b-¢
- - - -

FD=FE+EA+ AD= -G —¢+b

G

Fig. 2.1. Parallelepipedum
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2.2 Koordinatsystem 1 rummet

2.2. Koordinatsystem i rummet.

Lad a ,b og c vare 3 egentlige vektorer i rummet, som er tegnet med
begyndelsespunkt i samme punkt, og som ikke ligger i samme plan.

De tre vektorer @ ,b og @ navnt i denne rekkefolge siges at veare i
hgjrestilling, hvis folgende regel galder: -
Omslutter man vektorenc¢ med hejre hdnd (se figur 2.2) og lader § .+~
fingrene folge rundt samme vej som den mindste drejning, der forer ¥ {:

i

a overi b , vil tommelfingeren pege i ¢ ‘s retning.

Fig.2.2.Hojrestilling

Et (seedvanligt) retvinklet koordinatsystem i rummet er givet ved et begyndelsespunkt O , og 3
enhedsvektorer (kaldet basisvektorer) som to og to star vinkelrette pa hinanden. Basisvektorerne

benavnes sedvanligvis 7, 7 og k og er i denne rekkefalge placeret i hojrestilling.
De tre orienterede linier der gir gennem O og har 7, j og k som retningsvektorer kaldes

koordinatsystemets akser, og benavnes henholdsvis x, y og z - aksen. (eller (1), (2) og (3) -
aksen).
[

T

Fig. 2.3. Koordinatsystem

Punktet P projiceres ned i xy - planen i punktet Q. I xy - planen projiceres Q ind pd x - akseni R
og pay - aksen i punktet S. Desuden projiceres P ind pa z - aksen i punktet T. (jeevnfor figur 2.3).

- - - - > - - -

5
Indskudsreglen for vektorer giver OP = OQ+ QP = OR+ RQ+ QP = OR+ OS+ O

Da 5R , 55 og JT er parallelle med henholdsvis 7, j og k fis

- - - -

OP = OR+ OS+OT = xi + yj +zk -
N by
Man siger, at P har koordinaterne (x, y, z) og vektoren OP =| y

z
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2 Rumgeometri

Regning med vektorernes koordinater foregdr pd samme made som det blev vist i det plane
tilfzelde . Der gaelder séledes

by —a,
N
Hvis A= (a,,a,,a,) og B=(b,,b,,b,),saer AB=|b, —a, 0g|5|:1/a12+a22+a32
by —a;
D

Tetraeder

Ved et tetraeder forstis et legeme begranset af fire
trekanter (jeevnfor figur 2.4).

Ligesom en trekant er en grundleggende figur i
plangeometrien er et tetraeder en grundleggende
figur 1 rumgeometrien.

Man kan vise, at rumfanget V af et tetraeder er
:%. G-h, hvor G er grundfladens areal og h er

hejden.
Fig. 2.4. Tetraeder

Eksempel 2.2. Tetraeder.

I tetraederet ABCD er A = (0,1,0), B=(0,4,0) og C =(2,2,0).
Idet M er midtpunktet af BC, er D bestemt ved, at D har positive koordinater, at DM stér
vinkelret pa xy - planen, og \DM \ =3
Skitser tetraederet, og find D’s koordinater. - D
Lesning:
Tetraederet er skitseret pd figur 2.5. Idet
2 0-2 1
- - 1 = 1
OM = OC+ECB =2|+—=|4-2|=

2
0 0-0 0

=

fas D =(1.3.3)

Fig. 2.5. Skitse af tetraeder
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2.3 Skalarprodukt

2.3 Skalarprodukt.

Skalarprodukt defineres pa ganske samme made som i planen.

Definition af skalarprodukt:
a; by

Hvis a=|a, |og b= b, | er to vektorer i rummet, defineres skalarproduktet @-b ved
as by

For skalarproduktet gaelder derfor regler, der er ganske mage til de tilsvarende i planen.
Vi vil derfor ikke gentage dem her, men henvise til afsnit 3.4, 3.6 og det felgende eksempel.

Eksempel 2.3 Anvendelse af skalarprodukt
Givet punkterne A = (1,2,-3), B=(2,-2,3) og C=(3.4,5).

> o
1) Find skalarproduktet AB- AC

- -
2) Find vinklen mellem AB og AC.

Lesning:
2-1 1 3-1 2
ZB: -2-2 |=|-4|, ZC: 4-2 |=]2].
3-(-3) 6 5-(-3) 8

> o
1) AB-AC=1-2-4-2+8-6=42
2) Vinklen mellem 2 vektorer findes af formlen i s@tning 1.5.

cosy = 0 AC 12 7 _ 06799 0
N - -V . v=47"16
8 lid Y5372 Vios Y20
TI89: CATALOG
1) dotP([1.-4,6],[2,2,8]) Resultat 48
ib . . ) .
2) Idet cosv = r =e, €y, hvor e, og e, erenhedsvektorer fas
al-|b
cos™( dotP(unitV([1,-4,6]),unitV([2,2,8]))) Resultat 47°16

4
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2 Rumgeometri

2.4. Linier i rummet.

Lad / vaere en ret linie i rummet, som gér gennem et fast punkt Pjog er parallel med en egentlig
vektor / . For vilkérlige punkter P pa linien / og kun for disse punkter vil der da gzlde:
PyP=1t1 ,hvor ¢ er et reelt tal. For hver veerdi af t (kaldet parameteren) svarer der ét punkt pa

linien og omvendt.
> > > >

- -
Af indskudss@tningen fis op = OPy+ PyP <> OP = OFy+1 -1
- - -
OP = OF,+t-1 , kaldes en parameterfremstilling for linien /, med parameteren t (som er
et reelt tal).
[ kaldes liniens retningsvektor.

[\

\ P(,:(.\‘“._\",,Z,,)

‘ -
i ! P=(x,.2

-

/0 7

Fig.2.6. Ret linie |

a
Lad vektoren [ =| b | og P=(x,, y,,2,)- (jevnfer figur 2.6)
c
X X, a
En parameterfremstillingen for / i koordinater bliverda | y [ =| y, |+t b|, ¢ reelt tal
z Zy c
En linie har mange parameterfremstillinger, da man dels jo kan velge forskellige faste punkter
pa [, dels vil alle vektorer proportionale med [ kunne benyttes som retningsvektorer.
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2.4 Linier i rummet

Eksempel 2.4. Linies parameterfremstilling.
1) Find en parameterfremstilling for linien / gennem punkterne A=(3, 1,4) og B=(2, 1, -3).
2) Angiv en parameterfremstilling for liniestykket AB
Lesning:
. 2-3 -1
1) Da AB=|1-1 |=|0 |og et punkt pa linien er A er en parameterfremstilling for /:
-3-4 -7

2) Da t = 0 svarer til punktet A og t = 1 svarer til punktet B, har liniestykket AB
X 3 -1

parameterfremstillingen | y|=|1|+40 |, ¢€[0,]] L 2
z 4 -7

Man kan opfatte parameterfremstillingen for / som en beskrivelse af en jeevn retlinet bevaegelse

x'() a
i rummet, hvor ¢ angivet tiden. Bevagelsens hastighedsvektor er| y'(¢) | =| b | .
z'(¢) c
Eksempel 2.5. Retlinet bevagelse.
X 0 4
Lad| y|=|1|+1] 2| beskrive etlegeme L’s retlinede bevagelse i rummet, hvor ¢ angiver tiden
z 0 4

og hastigheden méles i m/s.

a) Find vejlengden (i m) som legemet gennemleber i1 3 sekunder.
b) Find den tid det tager for L at gennemlgbe en straekning pa 90 m.
Lesning:

a) Fartener V4% +2° +4% = V36 =6m/s 13 sekunder gennemlobes 18 m.

b) 90 m gennemlabes pa %0 =15s
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2 Rumgeometri

Skzering mellem rette linier

[ rummet vil to rette linier som ikke er parallelle ikke nedvendigvis skare hinanden. Eksempelvis
vil to linier, der indeholder to modstaende sider i et tetraeder ikke skeere hinanden.

Linier, der ikke er parallelle og ikke skerer hinanden kaldes vindskaeve.

Eksempel 2.6. Skaering mellem linier

X 1 -2 X 5 1
Lad der vaere givet linierne I: | y|=|3|+¢ 6 |ogm:|y|=|4|+s|2
z 4 -5 z 2 -1

Vis, at linierne / og m er vindskave.

Lesning:
-2 1
Retningsvektorerne =6 og m=|2 | erikke parallelle (ikke proportionale)
-5 -1
Et eventuelt skaeringspunkt mellem / og m ma ligge pd begge linier, dvs. at der ma kunne findes
veerdier af s og ¢ s&

X 1 -2 5 1 1-2t=5+s s+2t=-4 s=—4-2¢t ()
v =3]+46 |=[4|+s2 |eller 3+6t=4+2s36t-25=1<2s=6t-1 (2)
z 4 -5 2 -1 4-5t=2-5 s—5t=-2 s=-2+5 (3)
Indsettes ligning (1) 1 ligning (2) fé’ts2(—4—2t):6t—1<:>10t:—7©t=—%
Indsattes ¢ = —li ligning (1) fas s=—-4 - 2(— lj S s= 26

10 10) 10
Indsaettes disse vardier i ligning (3) fas — 265 5(— l) =3 _26_15

10 10 10 10

Da der ikke findes parametervardier der tilfredsstiller alle tre ligninger skarer de to linier ikke

hinanden. Linierne er vindskave.

TI 89

F2: solve(1-2t=5+x and 3+6t=4+2x and 4-5t=2-x,{t,x}) Resultat: false
Anden mulighed

APPS , A|b , New , Number of eqns : 2, Number of unknown : 2, Enter Udfyld skemaer, F5
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2.4 Linier i rummet

Vinkel mellem linier

Ved vinklen mellem to linier forstds den spidse vinkel mellem liniernes
retningsvektorer.

Lad liniernes retningsvektorer vaere [ og m

[ -
I afsnit 3.6 fandt vi, at den spidse vinkel v er cosv = ‘4| |‘
[||lm
Eksempel 2.7. Vinkel mellem linier
b 3 2 X 5 -2
Lad der vere givet linierne /: | y | =|5|+¢ 3 |ogm:|y|=|-8|+55
z 2 5 z -9 3

a) Vis, at linierne skarer hinanden, og find koordinaterne til skeeringspunktet S.

b) Find vinklen mellem / og m.

Leosning:

a) Et eventuelt skaeringspunkt mellem / og m ma ligge pé begge linier, dvs. at der
ma kunne findes verdier af s og 7 sa

X 3 2 5 5 3+2t=5-2s 25+2t=2 s=1-t 1
yl=|5|+43 =[s]+s[s ]eller 543t =-8455 @3t —5s=-13 {3t =55-13 (2)
2 5) 7 3 245t=-9+43s  |St-3s=-11 |5t=3s-11 (3)

Indsettes ligning (1) 1 ligning (2) fis3r=5(1-1)-13 <8 =8 r=-1
Indsattes ¢ = —11ligning (1) fAs-3=5s-13 < s=2
Indsettes disse vardier 1 ligning (3) fas 5-1)=3-2-11< -5=-5
De to linier skerer hinanden 1 det til t = -1 svarende punkt S = (1, 2, -3)

Som kontrol kan vi se, at inds&ttes s = 2 fis samme punkt.
TI 89 a) F2: Solve(3+2t=5-2x and 5+3t=-8+5x and 2+5t=-9+3x,{t,x}) Resultat: t=-1 and x = 2

b) Lad en vinkel mellem / og m vere v. Vi har da

2) (=2
315
sy \l '71‘ 5)\3 —4+15+15 26 46.83
T = = e v =40.
I|m ~4+9+25J4+25+9 /38438 38 —
TI 89
[-m . . B
b) Idet COSV = m =e;-e, , hvor e¢; og e, erenhedsvektorer fas
1| Ji
cos™( dotP(unitV([2,3,5]),unitV([-2,5,3]))) Resultat: 46.83° ¢
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2 Rumgeometri

2.5 Vektorprodukt.
Ved mange anvendelser har man brug for en anden form for produkt af to vektorer, hvor
resultatet er en vektor (og ikke et tal). Dette produkt kaldes vektorproduktet (eller kryds-

produktet ) af de to vektorer G ogh og skrives G x b . Man siger kort “a kryds b”.

Definition af vektorprodukt.

Lad G ogb veere to egentlige, ikke-parallelle vektorer.

a x b er da en vektor,

1) hvis retning er bestemt ved, at G x b stdr vinkelret pd bdde @ ogh , 0g @ ,b og @ x b i denne
reekkefolge er i hojrestilling,

2) hvis leengde er arealet af det parallelogram, der udspeendes af @ ogb

dvs. ‘5 X 5‘ = |67”5‘ SinV hvor v er vinklen mellem @ ogh (0<v< 7). 2

[

NY)
X
S

Fig.2.7. Vektorprodukt

Eksempel 2.8. Rotation.
Lad der vere givet et stift legeme L, som roterer om en akse / med vinkelhastigheden @ . Fra et vilkérligt punkt O

pa [ afsettes en vektor @ , hvis leengde er lig vinkelhastigheden, og hvis retning er fastlagt sdledes, at den sammen
med drejningen om / bestemmer en “hgjreskruning” (se figur 2.7).
Til et givet tidspunkt har hver partikel P i legemet L en hastighed, der teenkes afsat som en vektor V pud fra punktet

P. Det er klart, at ‘V P‘ = @-d , hvor d er afstanden fra P til aksen / (se figur 2.7). Idet d er hejden i det af @ og

7= 5P udspandte parallelogram, har dette parallelogram arealet @ - d , og dermed er |\7 P| = |J) X ;7| .Da Vv pogsé

er ensrettet med @ x 7, er hermed vist v, =@ x 7 .

d
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2.5 Vektorprodukt

Eksempel 2.9. Momentvektor

Lad k vare en kraft, der har angrebspunkt i punktet P.
Kraftens momentvektor ;2 om et punkt Q defineres ved

3
=

> L
m=Q0Pxk

Fig. 2.8. Momentvektor

Regneregler for vektorproduktet.
Lad a, b og ¢ vare vektorer i rummet og ¢ et reelt tal. Da gzlder

1) Gxb=-bxa Den kommutative lov gelder ikke.
2) (@xb)xc#ax(bxc) Denassociative lov gelder ikke.
3)ax(b+¢)=daxb+dxc¢ Den distributive lov gzlder.

4)1(a@xb)=(ta)xb Den distributive lov gaelder.
Bevis:

(1) felger umiddelbart af definitionen.
(4) folger ogsé af definitionen, ved at gennemprove de forskellige muligheder >0, 1=0, ¢<0.

(2) gaelder ikke for alle vektorer, thi hvis i, 7 og k er basisvektorer i et koordinatsystem, er (i xi)x j=0 mens
;X(;X])Z;X];:—j.
(3) har et noget vanskeligere bevis:

B . a . . .
Er g = 0 geelder (3) umiddelbart. Er @ en egentlig vektor oger € = H er det tilstreekkeligt at vise
a

ex(b+i)=éxb+exc (5)
da vi blot har divideret alle led i (3) med || .

Lad nu « vare en plan vinkelret pd €, og V en vilkarlig
vektor (jevnfer figur 2.9)
Lad endvidere v , vare projektionen vere projektionen af

vpd a.
Vi vil sa forst vise, at € x V=€ XV, .

Er v nulvektoren, eller v parallelmed e erbegge produkter
lig 0

I alle andre tilfelde vil det af € og ¥V udspandte
parallelogram have samme areal som det af & og
Vv, udspandte rektangel. De to vektorer har altsd samme

Fig 2.9. Tveervektor i plan

lengde, og som figur 2.9 viser, har de ogsd samme retning. Da |é X \7a| = | \7a| er e x v, simpelthen v, ‘s
tvaervektor v iplanen « . Vihar folgelig éxv=€exv, =7,
Anvendes dette pé ligning (5) fés
— - — — - — — — - — — - —_ — /\ ~ A
ex(b+c)=eéxb+éxceex(b+c),=exb, +éxc, & (b+o), =b, +c,

Den sidste ligning er sand ifelge regning med tvervektorer. L 2
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2 Rumgeometri

Reglerne (3) og (4) sikrer, at vi kan multiplicere to flerleddede storrelser pa sadvanlig vis.
Reglerne (1) og (2) viser, at man ikke m4 “ombytte” faktorer, og ikke have “gange” parenteser.

Eksempel 2.10. Regneregler.
Beregn (G +2b — &) x (d - b).

Lesning:
(G+2b—-3)x(G-b)=dxda+2(bxa)—¢xda—axb—-2bxb+ixb=3bxad)-cxa+cxb
L 4
Seaetning 2.1. Vektorprodukts koordinater.
a, b,
0 b, (a B, Zs Zs
Lad d =\ a, og b= by |. Dagelder dxb=|a,|x|b,|= a?bf
as b as b, o b
a, b,

En huskeregel er,

. a, b,
at 1. koordinateni a x b er determinanten man far, hvis man ser bort fra 1. reekke i [azJ x [sz ,
b,

as

2. koordinaten er med modsat fortegn den determinant man far hvis man ser bort fra anden raekke
og 3. koordinaten er den determinant man fér, hvis man ser bort fra 3. rekke.

Bevis: Idet g = alf + azj' + a3/€ og b= bii +byj+ b3/€ , fas ved benyttelse af regnereglerne (1), (3) og (4) samt
relationerne i xi = jx j=k xk=0,at

Gxb=(aji+a,j+ask)x(bi +b,j+bsk)=(ayb, —asb,)i +(ash, —a,by)] + (a,b, — ab) )k

| 4
Eksempel 2.11. Vektorprodukt.
LadA=(2,3,-1),B=(-1,4,4) og C=(1, 2, 3).
- -
a) Beregn vektorproduktet 4B x AC
b) Find arealet af A ABC.
Lesning:
-3 -1 -3 -1 9
a) IdetAB=|1 | og AC=|-1]ler ABx AC=|1 |x|-1|=|7
5 4 5 4 4
1| > - 1 1
b) Trekant ABC’s areal er 7' = 5‘ B x C‘ = 5\/92 +77 +4% = S V146
T1 89: CATALOG:
a) crossP([-3,1,5],[-1,-1,4]) Resultat[97 4]
b) 1/2* \/_ (dotP([9, 7, 41,19, 7, 4 1)) Resu|tat%¢146
| 4
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2.5 Vektorprodukt

Eksempel 2.12. Kreaefter.
Lad der vaere givet et stativ af steenger af form som et tetraeder. Hjornespidserne A, B og C tankes bundet til et
vandret plan, hvori de kan forskydes gnidningsfrit (se figur 2.10)
Stativet har sddanne dimensioner, at valges denne plan som xy - plan og punktet A som begyndelsespunkt i et
retvinklet koordinatsystem, far hjernespidserne koordinaterne
A=(0,0,0), B=(4,0,0),C=(0,5,0)0gD=(1,6,3) (sefigur4.11).

0

Idet vi teenker os punktet D belastet og dermed pavirket af en lodret kraft k=0 , k>0.
-k
skal vi finde de reaktionskraefter & 4> k B 0g k ¢ - der virker i understgtningspunkterne A, B og C, sdledes at stativet

er i ligevaegt..

v

Fig. 2.10. Kran Fig. 2.11. Idealiseret kran
Lesning:
Da der ingen gnidning er, ma reaktionskrafterne vaere lodrette.
0 0 0
Settes k 4=01, k 5 =|0| og ];C =| 0| fas ifolge statikken, at ligevaegten kraever
a b c
k 4+ k s+ EC +k=0 (kraefternes sum er nul)
_>B X IEB + A_}Cx IEC + A_>D x k=0 (moment om 4 er nul)
0 0 0 0 0 9
0|+ 0|+]0[+|0 [=]0 a+b+c—k=0 a=——ok
0
a b c -k 0 0 —5c 6k 1
= = =10|=1b= —k
0) (4 0 0 0 1 0 4b|+|0 | +| -k 0 4
0[x{0[+|0|x[5[+|0 |x|6]=|0 o) o 0 = 8y
») o) ) o) -k 0 >
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2 Rumgeometri

Afstand mellem punkt og linie.

Lad en linie / g& gennem punktet A og have retningsvektoren [ .
Afstanden fra et punkt P til linien / kan findes af formlen

APxT

dist(Pl) =

—

- — -
Bevis: Vektorerne AP og/ udspander et parallelogram hvis ene side er / og hvis hgjde er PQ (se figuren)

AP
Arealet af parallelogrammet er | PQ)| v‘l— ‘ = ‘A%Px I|=|Po = T
/
Eksempel 2.13 Afstand punkt- linie
X 2 3
Find afstanden mellem linien /:| y | =|1 [+¢5 og punktet P=(1, 5, 4).
z -3 -2
1-2 3 —-43
oL 5-1(x|5 19
APx [
4+3 -2 -17 V2499
Losning: [det A=(2,1,-3) fés dist(Pl) = —=——= = = =8.109
[ VEesee? VB V=
TI 89: CATALOG: norm( crossP([-1,4,7],[3,5,-2]) )/norm([3,5,-2]) L

2.6. Planer i rummet.

Lad P, veere et givet punkt ogz en given egentlig vektor.

Ved en plan o gennem P, med vektoren 7 som normalvektor forstds mengden af punktet P for
%

hvilken vektoren F, P star vinkelret pa vektoren n (se figur 2.12).

A=

Fig 2.12. Plan
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2.6 Planer i rummet

a
Lad punktet Py=(x,, ,, z,) 0g # =| b | (jeevnfor figur 2.2).
¢
X—Xq) (a
Da galder P;P-ﬁ =0 |y—yo||b|=0a(x—xy)+b(y—yy)+c(z—2,)=0 (1)
zZ—2, c
Ligningen (1) kaldes planens ligning. Vektoren 7 kaldes planens normalvektor
Enhver plan kan altsé fremstilles ved en ligning af forste grad ax+by+cz+d =0,
Omvendt vil enhver ligningax +by+cz+d =0 hvor (a,b,c) # (0,0,0) fremstille en plan med
a
vektoren 7 =| b | som normalvektor.

c

Eksempel 2.14. Ligning for plan.
Find ligningen for planen gennem punkterne A = (1,2, 1), B=(0, -1, 2) og C = (-1, -2, 2).
Lesning:

-1) (-2 1

En normalvektor til planen er 7 = ABx AC=|-3|x —4|=| -1
1 1 -2
Planens ligning erda: I(x-1)-1(y-2)-2(z-1)=0<x—-y—-2z+3=0 €

Vinkel mellem to planer.
Ved vinklen mellem to planer forstis vinklen mellem deres normalvektorer. Denne vinkel kan
enten vaere spids eller stump. Er intet andet naevnt vil man sedvanligvis mene den spidse vinkel.
iy ity

Denne spidse vinkel v kan beregnes af cosv =-—-—
e ””ﬁ‘

. (se figur 2.13)

Fig 2.13. Vinkel mellem planer
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2 Rumgeometri

I en rumlig figur eksempelvis et tetraeder kan man enske at finde den indvendige vinkel i figuren,
og denne kan jo godt vaere stump.

Onsker man eksempelvis 1 tetraederet ABCD (se

figur 2.14) at bestemme den indvendige vinkel D

mellem planerne ABD og BCD, sa skal man valge

normalvektorerne saledes at den ene normalvektor

peger indad i figuren og den anden udad figuren.

- - .
npep = BDx BC peger her ind i figuren C

A
- -
n 4pp = BDx BA peger ud af figuren
Den indvendige vinkel i tetraederet er sa
ﬁBCD ) ﬁABD B
cos(V)= 1 = 1
‘I’IBCDHI’ZABD‘ Fig. 2.14. Tetraeder
Eksempel 2.15. Vinkel mellem planer.
Lad hjernerne i et tetraeder ABCD have koordinaterne
A=(1,2,1), B=(0,-1,2),C=(-1,-2,2)0gD=(2,3,5)
Find den indvendige vinkel i tetraederet ved kanten AB
Losning:
1
Ifolge eksempel 2.14 har planen ABC normalvektoren 7, = 4B < Ac = [— l]
-1) (-1 -13
- -
Planen ABD har normalvektoren 7, = ABx AD=|-3[x|1 |=|3
1) 4 —4
CosV = ]il.fz = —13-3+8 =-02476 v =104.34°
|n1||n2| V1+1+44169+1+4 -
TI89:
1) Idet cosv =ﬁ =¢,-¢,,hvor e, og e, er enhedsvektorer fas
a .
cos™( dotP(unitV([1,-1,2]),unitV([-13,3,-4]))) Resultat: 104.34

4
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2.6 Planer i rummet

Afstand mellem punkt og plan o

Ved afstanden mellem et punkt og en plan forstas afstanden |PPa ,hvor P, er P’s projektion

pa planen « (se figur 2.15)

Fig. 2.15 . Afstand d mellem P og plan

Afstanden findes lettest ved benyttelse af s@tning 2.2.

Satning 2.2. Afstandsformel.
Punktet P, = (x,, y,, z,) ‘s afstand fra planen med ligningen ax+by+cz+d =0 er

‘ax0 +by, +cz, +d‘

“Ja* +b* +¢?

Beviset er ganske analogt med det tilsvarende bevis i planen for afstand mellem punkt og linie, og vil derfor ikke
blive gentaget her.

dist(P,,a) =

Eksempel 2.16. Afstandsformel
Lad der vaere givet et punkt P = (1, 0,2) ogenplana: 2x+2y+z—-13=0 .

Find punktet P’s afstand til « .
Lesning:

2-142-0+1-2-13 9

(22427412 9

dist(P,,a) =
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2 Rumgeometri

Skeering mellem linie og plan.

Pé figur 2.17 er tegnet en linie / som skarer =

planen « i punktet S. /

Da punktet S ligger bade i planen « og pa \ @
linien / ma dens koordinater tilfredsstille bade 7\

liniens parameterfremstilling og planens ‘

ligning. S
Fremgangsmaden fremgér af det folgende )

eksempel 2.17. k

Fig. 2.16 . Skeering mellem linie og plan

Eksempel 2.17. Skeering linie - plan.

x 0 2

Lad der vaere giveten linie/: | y|=|2|+¢ 1| ogenplan a: 2x+2y+z—-11=0
z 0 1

Find skaringspunktet S mellem linien og planen.

Losning:

X 0 2 x =2t
Parameterfremstillingen | y|=|2|+¢1| < <y=2+¢

z 0 1 z=t
indsettes i ligningen 2x+2y+z—-11=0
200+20)+2Q2+t)+t-11=0<=1¢=1
Indsettes t= 1 1 parameterfremstillingen fas skaringspunktet. S = (2, 3, 1)

28



2.6 Planer i rummet

Vinkel mellem linie / og plan o .
Projektionen af / pd & er den linie / som fremkommer ved at alle punkter pa / projiceres ned pé
planen « .

Vinklen mellem en linie og plan er vinklen mellem linien og dens projektion pa planen (se figur
2.17).

Fig. 2.17 . Vinkel mellem linie og plan

Vinklen v mellem en linie / med retningsvektor ! og en plan @ med normalvektor n beregnes
lettest ved, at man forst beregner den spidse vinkel u mellem retningsvektoren for linien og
planens normalvektor. Derefter er v =90° - u (se figur 2.17)

Z.ﬁ\

id

Da cos(u) =sin(90—u) =sinv fas sinv =

—

[

Eksempel 2.18. Vinkel mellem linie og plan.

x 0 2
Lad der vaere givet en liniel: | y|=|2|+¢ 1| ogenplan a: 2x+2y+z—-11=0
z 0 1
Find vinklen v mellem linien og planen
Lesning:
2) (2
1]-]2

‘7-%‘_1 1 7

sinv =— = = =0.9526 =72.28°
il Voo 3e =
TI 89:
sin”'(abs(dotP(unitV([2,1,1]),unitV([2,2,1])))) Resultat: 72.28°

4
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2 Rumgeometri

2.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang.

Polyedre

Indledning. Ved et polyeder forstés et legeme, der er
begranset af et endeligt antal plane polygoner. Disse
polygoner kaldes polyederets sideflader, og deres sider
og vinkelspidser betegnes henholdsvis som polyederets
kanter og hjernespidser.. En diagonal er en ret linie,
der forbinder to hjernespidser uden at ligge i en af
polyederets sideflader. (se figur 2.18).

Et konvekst polyeder er et polyeder, hvor det for
vilkérlige punkter A og B i polyederet gelder, at hele
liniestykket AB tilherer polyederet..

Prisme.

Lad der vere givet to polygoner F og G, som ikke ligger
i samme plan, og hvor F kan feres over i G ved en
parallelforskydning. (se figur 2.19). Ved prismet bestemt
af F og G forstas det polyeder, hvis kanter er siderne 1 '
og G samt forbindelsesstykkerne mellem tilsvarende
vinkelspidser i de to polygoner. Afstanden mellem F og
G (prismets grundflader) kaldes prismets hojde.

Rumfanget af et prisme er G-/ hvor G er grundfladens
areal og h er hegjden, dvs. afstanden mellem de to
parallelle flader.

Nedenstaende figurer viser specielle prismer.

Ret prisme
(sidekanter
vinkelret pa
erundllade)

Parallelepipedum
(grundflader er
parallclogrammer)

Kasse
(alle MMader er
rektangler)
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% Sideflade

|

Kant

Fig 2.18. Polyeder

Fig. 2.19. Prisme

Terning
(alle MTader cer
kvadrater)



2.7 Polyedre, cylinder, kegle og deres rumfang

Pyramide

Ved en n - sidet pyramide forstds et polyeder, der
frembringes ved, at vinkelspidserne i en given plan # - kant
ABC, ... forbindes med et punkt T uden for polygonens
plan (se figur 2.20).

Polygonen ABC... kaldes pyramidens grundflade og
trekanterne TAB, TBC, ... kaldes pyramidens sideflader. Er
H projektionen af toppunktet T pd grundfladen, kaldes HT
for pyramidens hgjde

Af specielle pyramider kan navnes de tidligere omtalte
tetraedre, som er begrenset af fire trekanter.

1
Rumfanget af en pyramide E'G'h hvor G er

grundfladens areal og h er hgjden

B C
Fig. 2.20. Pyramide

D

B
Fig. 2.21. Tetraeder

Rumfanget af en cylinder er G-/ hvor G er grundfladens areal og h er hgjden, dvs. afstanden

mellem de to parallelle flader.

1
Rumfanget af en kegle er —-G -/ hvor G er grundfladens areal og h er hgjden.

3
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2 Rumgeometri

2.8 Kuglen

Pa figur 2.22 er tegnet en kugle med centrum i C = (x,, 4,2, ) og radius r.

Fig 2.22. Kugle med radius r

Kuglen kan vises at have rumfanget V :% e og overfladen O =4- 72

Satning 2.3.Kuglens ligning
En kugle med centrum 1 C = (x,, y,,z,) og radius r har ligningen

(x=x0)> +(y=10)’ +(z—29)* =7>

Bevis:
Lad P = (x, y, z)veere et vilkarligt punkt pa periferien af kuglen.
Da Kugleperiferien bestar af netop de punkter, hvis afstand til centrum er radius 7, er |CP| =r.

I folge afstandsformlen haves nu

ICP| = r & J(x=x0)2 +(r=30)? +(z=29)> =1 (x=x0)” +(r=10)> +(z=2)% =1

L 4
Eksempel 2.19 Kugle
Opskriv ligningen for kuglen med centrum 1 C = (1, -2, 5) og radius »r =5 .
Losning.
(x-D>+(y+2)* +(z-5* =25
4

Ganges kuglens ligning ud fas
(x—x0)2 +(y—y0)2 +(z—zo)2 =rt o x? +y2 +z2 —2x0x—2y0y—2202+x02 -|—yo2 +202 =2

Vikan derfor omvendt se, at hvis vi har en ligning indeholdende leddet x> + y? + 22 sa fremstiller
det muligvis en kugle.
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2.8 Kuglen

Eksempel 2.20 Kugle
Underseg om ligningen x?+ y2 +z2 —2x+ 4y —12z+ 32 =0 fremstiller en kugle, og angiv 1

bekraftende fald kuglens centrum og radius.

Lesning:

Vihar,at —2x, =-2A-2y, =4r-2zy=-12 x5 =1Ayg=-2Az, =6
Hermed fés xO2 +y02 +ZO2 —41dvs. 41-32=9=r2ellerr=3

Lad en kugle have centrum C og radius ». Ved kuglens tangentplan i et punkt P pa periferien,
forstas den plan, som gar gennem P og star vinkelret pa CP.

Eksempel 2.21. Tangentplan

En kugle har centrum C = (3, 4,5) og radiusr =69 .

1) Vis, at punktet P = (4, 2, -3) ligger pa kugleperiferien.
2) Find ligningen for tangentplanen til kuglen 1 punktet P.

Leosning:

I -
) cP=|-2| |cPl=vi+4+64 =69

-8

5
Da |CP| = r ligger P pa kuglens periferi.
1

2) Tangentplanen gér gennem P og har normalvktoren HP =|-2

-8
Tangentens ligning: 1(x—4)+(-2)(y—2)+(-8)(z+3)=0<x—-2y—-8z=24
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2 Rumgeometri

Opgaver til kapitel 2
2.1 Afsati et koordinatsystem punktet P = (1, 2, 0) og punktet Q = (0, -2, 3). Afsat endvidere
2
5
punktet R, saledes at vektoren PR =| 0|, og angiv R’s koordinater.
1

2.2

2.3

24

2.5

Lad der vaere givet punkterne A =(-1, 0, 0), B=(3, 0, 4) og C=(6, 3, 7).
Bestem punktet D, s ABCD danner et parallelogram.

3

Find det arbejde som kraften k =| -2 | udferer pa en partikel, nar denne beveger sig retlinet
4

fra punktet A = (8, -2, -3) til punktet B = (-2, 0, 6).

1 1 -5
Undersog om vektorerne a =| 1|, b=|2 og ¢ =|4 | erindbyrdes ortogonale.
1 -3 1

I terningen ABCD - EFGH med kantlaengden a, skal man finde vinklen u mellem diagonalen
i grundfladen AC og diagonalen AG. Find endvidere vinklen v mellem diagonalerne AG og
BH.

2.6 Linien / gar gennem punkterne A = (2,-3,4) og B=(-1,4, 3)

2.7

2.8

Angiv en parameterfremstilling for /.

X 2 1
En anden linie m har parameterfremstillingen | y|=|3 |+¢3
z -1 2
Undersgg om linierne / og m skerer hinanden.
X 2 2
Lad en partikel P bevaege sig med jevn hastighed bestemt ved | y|=|1|+¢ 2|, hvort
z 4 1

angiver tiden i1 sekunder og afstande regnes i meter.
a) Find farten (i m/s)
b) Find den streekning (1 m) som legemet gennemleber 1 5 sekunder.

Givet punkterne A = (4, 3,-2),B=(5,9,1),C=(2,-1,-1) ogD=(4, 19, 12).

Lad / vere linien gennem A og B og lad m vere linien gennem C og D.

a) Find koordinaterne til linierne / og m’s skaeringspunktet E (forudsat naturligvis at de skearer

hinanden).

b) Find vinklen mellem de to linier
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Opgaver til kapitel 2

2.9 Etretlinet ror med en diameter pa 10’ skal fores fra punktet P i én bygning til punktet Q i

en anden bygning. Rerets centerlinie gdr gennem P = (-2, 1, 3) og Q = (5, 4, 6).

a) Find en parameterfremstilling for linien gennem P og Q.
b) Undersog om rerstykket frit kan passere en

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

kommende kasseformet udbygning K givet ved K
= {(x,y,z)‘—leS 1/\2£)/S4/\O£Z£4}

(Vink: tegn figuren set ovenfra).

En kugle med radius 4 m og med centrum i koordinatsystemets begyndelsespunkt roterer
om z - aksen med en vinkelhastighed @ =2 rad/sec ("hgjre om”).

Find hastighedsvektorerne v, og v, 1 punkterne P =( 24/2,-2./2, 0) og
Q=(2,3, —/3).

Lad der veere givet et stativ af steenger af form som et tetraeder. Under samme betingelser
som i1 eksempel 2.12 skal man finde reaktionskrafterne i punkterne
A=(3,0,0), B=(2,1,0)0gC=(-1,-2,0), nar punktet D = (1, 2, 6) er pavirket af
0
kraften &k =| 0
-4
a) Angiv ligningen for en plan « , som gir gennem punkterne
A=3,1,-2),B=(1,2,3)0g C=(-1, 3, 2).
b) Angiv ligningen for en plan, der gar gennem D = (1, 3, 2) og er parallel med « .

Find arealet af A ABC., hvor A=(2,0,-1), B=(1,-1,2)ogC=(0,2, 1)

Vinkelspidserne i en trekant ABC har koordinaterne
A=(1,1,1), B=(3,1,0)0gC=(2,3,4).
Find vinkel A samt koordinaterne til punktet D, hvor D er fodpunktet for hgjden fra C.

Lad der vaere givet punkterne A =(2, 1, 1), B=(-1,2,3) og C=(0, 1, 2).
a) Find ligningen for den plan « , som indeholder A, B og C.
b) Find ligningen for den plan /£, som indeholder A, B og er parallel med z - aksen.

¢) Find ligningen for den plan y , som indeholder A, og er parallel med yz - planen.
d) Find de tre planers skaringspunkter med x - aksen.

35



2 Rumgeometri

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

221

I tetraederet ABCD er A = (6, 0, 0), B=(2, 0, 3) og C = (0, 0, 0). Idet D har positive

koordinater,

13 o . o g
DB‘ = ‘DA‘ = og D’s projektion pa xz - planen falder pa liniestykket AB,

skal man
a)  Skitsere tetraederet i et retvinklet koordinatsystem og finde D’s koordinater.

2
b)  Idet P er det punkt pa BD for hvilke |BP, = 3 |BD|

, skal P’s koordinater angives.

To rette linier / og m er givet ved parameterfremstillingerne

X 1 X 2 2
L ly|l=t2]|, teR og m. |y|l=|1 |+s/1]|, seRrR
z 3 z -2 1

Find en ligning for den plan « , som indeholder / og er parallel med m.

a) Underseog om linierne

X -2 1 X 1 1
Llyl=|5 |+¢{1|, teR og m |y|=|2|+s/2|, s€R skearerhinanden.
z 10 2 z 4 3

b) Find skeringspunktet mellem linien / og planene med ligningen
a: 6x+7y+2z=26

Beregn toplansvinklen mellem to diagonalplaner 1 en terning.

Tagheldningen er overalt 45° pa en firlenget gard (hvor lengerne stdr vinkelret pé
hinanden.
Find vinklen mellem to sammenstedende tagflader tilherende hver sin leenge.

Tetraederet ABCD er bestemt ved
A=(8,2,0),B=(0,4,0),C=(3,-1,0) 0g D=(0, 0, 2).
a) Find afstanden fra C til planen ABD.

1
b) Idet rumfanget af en tetraeder er 3 G- h,hvor G er grundfladens areal og / er hgjden

skal man finde rumfanget af tetracderet ABCD
¢) Find vinklen mellem kanten CD og planen ABD.
d) Find den indvendige vinkel ved kanten CD.
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Opgaver til kapitel 2

2.22 Der er givet et punkt P = (2, 3, 1), samt en ret linie m med parameterfremstillingen

X 2 2
y|=|6 |+t1]|, teR.
z -5 2

a) Find ligningen for den plan « , som indeholder punktet P og den rette linie m.

b) Bestem en parameterfremstilling for linien gennem P, som skerer m under en ret
vinkel.

¢) Find koordinaterne til punktet P’s symmetriske punkt med hensyn til linien m.

2.23 En kugle har centrum i C = (3, 5, -2) og gér gennem punktet P = (0,2, -3).
Opskriv kuglens ligning.

2.24 Angiv en ligning for den kugle, der gar gennem punktet P = (4, 6, 9) og som tangerer
xy-planen i punktet O = (0.0.0)

2.25 Bestem centrum og radius for de kugler, hvis ligninger er
a) x2+y>+z2 —6x+16y+64=0
b) x?+y2+z2 —8y+15=0
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3. Sferisk geometri
3. Steerisk geometri

3.1. Grundbegreber

Plangeometrien handler om egenskaber ved figurer tegnet i en plan, mens den sferiske geometri
behandler egenskaber ved figurer tegnet pa en kugleflade. Den sfaeriske geometri finder bl.a.
anvendelse 1 astronomien (stjernerne sidder pa en kugleflade), og i geografien ( jorden opfattes
som en kugle)

Storcirkel

Ved en storcirkel pa en kugle forstas den cirkel der fremkommer ved skering mellem kuglen og
en plan gennem kuglens centrum.

Som eksempler pa storcirkler kan navnes jordens akvator og lengdecirklerne, som alle er
storcirkler.

To punkter pé kuglen, der ikke er diamentralt modsatte, bestemmer netop en storcirkel.
Dette ses af, at de to punkter sammen med kuglens centrum bestemmer netop en plan.

To storcirkler skarer hinanden i to diamentralt
modsatte punkter.

Dette ses af, at de to planer skerer hinanden 1 en
kuglediameter. (se figur 3.1)

Fig 3.1. To storcirkler

Poler P
Til enhver storcirkel horer 2 poler. Disse er bestemt som :
skaeringspunkterne mellem kuglen og linien gennem
kuglens centrum vinkelret pa planen bestemt ved storcir-
klen.

Et eksempel er jordens akvator, som er en storcirkel og
dens to poler “nordpol og sydpol.

To storcirkler siges at vere vinkelrette pa hinanden, nar
deres planer er det. Hver af storcirklerne vil si indeholde
hinandens normaler gennem begyndelsespunktet O. De vil
derfor indeholde hinandens poler. P,

Omvendt geelder, at indeholder en storcirkel en anden Fig 3.2. To storcirkler vinkelret pd
storcirkels poler, er de to storcirkler vinkelrette pé hinan- 5, . 7.,

den.
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3.2 Sfaerisk trekant

Ved den “sferiske” afstand mellem to punkter A og B forstds den mindste af de to storcirkelbu-
er, der forbinder punkterne malt i grader (eller radianer)

Sfeerisk tokant

To forskellige storcirkler deler kuglen i 4 omrader. Hver af
disse omrader kaldes en sferisk tokant.

En tokant begrenses altsé af 2 halve storcirkler . P4 figuren
er det skraverede omrade séaledes en tokant.

Tokantsvinklen v er afstanden mellem de to halvcirklers
midtpunkter, hvilket er den samme som vinklen mellem de
to planer der bestemmer storcirklerne .

Det bliver derfor ogsé den sfariske afstand mellem de to
poler P og Q pa figur 3.3. Valges de poler, der ligger pa
samme side af storcirklen som tokanten bliver det vinklen
mellem P, og Q, dvs. den bliver 180 - v.

Fig. 3.3. Tokant

3.2 Sfeerisk trekant

Tre storcirkler, der ikke gar gennem samme punkt, deler
kuglen i otte omrader. Hvert af disse kaldes en sfearisk
trekant. P4 figur 3.4 er aftegnet en af disse trekanter med
vinkelspidserne A, B og C. Hver af de sferiske afstande
mellem to af trekantens vinkelspidser kaldes en side.
Disse sider betegnes pa samme méade som i plangeometri-
en med a, b og c.

Ligeledes taler man i en sfaerisk trekant om medianer,
hgjder osv. i tilsvarende betydning som for en plan
trekant.

Fig. 3.4. Sfeerisk trekant

Lillecirkel

Skerer vi kuglen med en plan, der ikke gar gennem centrum af kuglen bliver skaringskurven en
cirkel. Denne kaldes en lillecirkel.

En breddecirkel er et eksempel pé en lillecirkel (idet dog vi her ser bort fra akvator, som jo er
en storcirkel.
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3. Sferisk geometri

Af figur 3.5 ses, at hvis lillecirklen er en “breddecirkel”
pa b’ bredde, s er radius BA = r-cosb.

Omkredsen af lillecirklen er folgelig 2+ 77-7-cosb

Er den sfaeriske afstand mellem to punkter pa storcirklen
v’ s& er den tilsvarende bueleengde p4 lillecirklen folgelig
v-cosb

Fig 3.5 Ombkreds af lillecirkel

Eksempel 3.1. Sejlads langs breddecirkel

Et skib sejler fra Esbjerg (55.3° N, 8.15° @) til et punkt P (55.3° N, 1.5° V) ved den engelske kyst
langs breddecirklen 55.3° N.

Idet skibet sejler med en fart pd 16 knob, skal man beregne hvor lang tid det tager for skibet at
sejle fra Esbjerg til P.

Lesning:

PA figuren er N nordpolen og NB og NA er leengdecirk-

N
lerne gennem E og P ned til &kvator. ‘
Idet Z N =1.5+8.15=9.55" er BA =9.55°
Heraf folger at EP = 9.55-cos(55.3) = 5.44°
544-60 5

Idet 1° = 60 sm vil sejladsen vare T 204 timer

L 4

Til beregning af stykkerne i en vilkarlig plan trekant anvendes cosinus- og sinusrelationerne.
Ganske pd samme mdde kan man for en vilkarlig sferiske trekant udvikle cosinus-og
sinusrelationer. Beviset for disse relationer er ret omfattende og kraver en raekke supplerende
begreber udviklet. Dette sker i det folgende afsnit.
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3.3 Sfaeriske koordinater

3.3. Sfeeriske koordinater, polartrekant

3.3.1 Polartrekant

Ved polartrekanten A,B,C, til en sfariske trekant ABC forstds den
sfeeriske trekant, hvis vinkelspidser er poler for siderne til den givne
trekant, idet man ved udvalgelsen af polen for en trekantside skal valge
den pol, der ligger pa samme side af trekantsiden som trekant ABC.

Pa figur 3.6 er saledes A, pol for storcirklen gennem B og C, og afstanden
A A, < 90° da A, ligger p4 samme “halvkugle” som A

Der gaelder nu folgende setninger: Fig. 3.6. Polartrekant

Seetning 3.1. Hvis A,B,C, er polartrekant til ABC, vil omvendt ABC veere polartrekant til AB,C,.

Bevis:

Idet B,C, indeholder en pol for hver af siderne AC og AB, er B,C, vinkelret pa disse to sider. Gennem sidernes
skaeringspunkt A vil der derfor ga to forskellige storcirkler vinkelret pa B,C,. A er folgelig en pol for B,C,.
Tilsvarende indses, at B og C er poler for henholdsvis AC og AB.

Seetning 3.2 Er A B,C, polartrekant til ABC vil sider og vinkler i A\B,C, veere supplementvinkler til vinkler og sider
i ABC. Der geelder altsa

A, =180"-a, B,=180"-b, C,=180"-¢c, a,=180°-A, b, =180°-B, ¢, =180°-C.

Bevis:

Betragte den af AB og AC bestemte tokant, er den sfzriske afstand a, mellem de to poler C, og B, (ifelge afsnittet
om tokanter ) 180° -toplansvinklen A. dvs. a, = 180° - A

Tilsvarende kan vises for de gvrige sider.

Da ABC er polartrekant for A,B,C, fés tilsvarende, at a =180° - A,, hvoraf A, = 180°-a X3

3.3.2 Sfaeriske koordinater
Vi betragter en kugle med centrum O og radius r. Vi anbringer et
koordinatsystem med centrum i O (se figur 1.7)

For et vilkarligt punkt P betegner vi dens sferiske afstand til
punktet (0, 0, 7) med &.

. - — — ) 5 2 5
Vihar nu, at OP=0P,+OP, , 0g > =|0P" =|oR,|” +|or|” (1)
Af den retvinklede trekant OPP,, fas |0P,|=r|cos €]

Indsettes dette i (1), fas
r? =r? cos? 9+‘0Pl‘2 @‘OP]‘Z =r?(1-cos® H)Q‘OPI‘Z =r?sin’ @

Da 0<@<rer sind>0,dvs. |OP|=rsind

N
Koordinaterne til OP kan derfor skrives pa formen

(r sin 8- cos @, 7 sin 8- sin ¢,O) ,hvor 0< @ <27

¥
. . . d - - . d
Da trediekoordinaten til OPer OP-k =r-cos@har vi nu OP°‘s
koordinater, og dermed P’s koordinater
P= (r sin 8- cos @, r sin 8- sin (p,rcosé’)

Fig. 1.7. Sfeeriske koordinater

Beliggenheden af P pa kuglen kan derfor karakteriseres ved talparret(g,6), som kaldes punktets sfeeriske

koordinater.
I geografien og astronomien méles vinklerne ofte i grader, og man erstattes i reglen 6 med v=90°- @
Eksempelvis ligger Kebenhavn 55°42' nordlig bredde og 12°35' estlig leengde.
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3. Sferisk geometri

3.4. Grundformler for en vilkarlig sfeerisk trekant

Satning 3.3
For en sfaerisk trekant ABC med siderne a, b og ¢ gelder folgende formler
Cosinusrelationerne:

cosa —cosb-cosc

(la) cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cos 4 eller (Ib) cosAd= - -
sinb-sinc

cos A+cosB-cosC

(2a) cosA4=—cosB-cosC+sinB-sinC-cosa eller (2b) cosa= , :
sin B-sinC
Sinusrelationerne:
sina sinb sinc
Q) —=—7=—
sind sinB sinC

Det er klart, at har man en trekant PNQ (hvad man ofte har, da N er nordpolen) sé kan man bare
indsatte de relevante bogstaver eksempelvis

COS p =C0Sq-cosn+sing-sinn-cos P

Bevis:

Bevis for formel (1a)

Koordinatsystemet anbringes som pé figur 3.8, sdledes at C har koordinaten (0,0,r), B ligger i xy-planen med positiv
forstekoordinat, og A har positiv andenkoordinat.

A har da de sferiske koordinater (b, C) og B har koordinaterne (a,0).

rsinbcosC rsina
- -
Heraf folger OA=| rsinbsinC | og OB=|0
rcosC rcosa

- o
0A4-OB =r? sina-sinb-cos C+r> cosa-cosh
- -

Da vi samtidig har, at O4-OB =

-

04

N

OB|cosc=r? -cosc

far vi, at cosc =cosa-cosb+sina-sinb-cosC

Bevis for formel (2a)
Benyttes formel (1) pa polartrekanten A;B,C, fas Fig. 3.8. Sfeerisk trekant

cosaj =coshy - coscy + sinby - sincy - cos 4

Af setning 1.2 folger nu ved indsattelse

cos (180° — 4) = cos(180° - B) - cos(180° — C) + sin(180° — B) - sin(180° — C - cos(180° — a)
Da cos(l800 —u)=—cosu 0g sin(180° — i) = sinu , fis

cos A=—-cosB-cosC+sinB-sinC-cosa
Hermed er formel (2) bevist

42



3.4 Grundformler for en vilkarlig sfarisk trekant

Bevis for formel (7)
Placeres koordinatsystemet som pé figur 3.8 er

rsinbcosC rsina 0
- - -
OA=|rsinbsinC |, OB=|0 og OC=|0

rcosC rcosa r

> o -
Da OC, OB og OA i denne reekkefolge er i hajrestilling, er rumfanget V af det parallellepipidum, der udspaendes af

- - -
de 3 vektorer V = (OCx OB)-0OA eller

0 rsina rsinbcosC 0 rsinbcosC
V=|]0|x|0 A rsinbsinC | =| 7% sina|-| rsinbsinC | = 7> sina sinbsin C
r rcosa rcosC 0 rcosC

Det er imidlertid klart, at havde vi indlagt kooordinatsystemet med punktet A pé z-aksen, C i xz-planen osv. s ville
vi ved simpel bogstavombytning fa V = r* sinbsin ¢sin 4

Det giver 3 sinasinbsin C = 1> sinbsincsin A < sina sin C = sincsin 4

sing _ sinc

Ved division fas — =—
sind sinC
En yderligere @ndring af koordinatsystemet vil give den sidste relation 3

Det skal bemarkes, at man sa vidt muligt undgar at benytte sinusrelationerne, da det kan veare
vanskeligt at bedemme, ud fra disse om en vinkel eller side er spids eller stump (v og 180 - v har
begge samme sinus).

Eksempel 3.2 Sejlads langs en storcirkel

Et skib sejler fra Esbjerg (55.3° N, 8.15° @) til Edinburgh (56.1°N, 2.6° V) .

a) Beregn afstanden (i semil) fra Esbjerg til Edinburgh

b Idet skibet sejler med en fart pa 20 knob, skal man beregne hvor lang tid det tager for skibet
at sejle fra Esbjerg til Edinburgh.

Lesning:

Pé figur 3.9 betragtes den sferiske trekant, hvis vinkelspidser er

Esbjerg (E), Edinburgh (A) og nordpolen N .

a) Vinkel N er her byernes lengdeforskel, dvs.
N =8.15"+2.6°=10,75,
a=90°-56.1"=339 0ge=90"-553"=34.7
Af cosinusrelationen (1a):
cos(n) = cosa-cose+sina-sine-cos N

fas nu
AE = cos™' (cos 339°.c0s34.7° +sin33.9° -5in 34.7° - c0s 10.75° '
~6.10° Fig. 3.9. Afstand mellem to

b) Sejltid ———— =18.3 timer
20
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3. Sferisk geometri

3.5. Den retvinklede sfeeriske trekant

Ligesom det for almindelige plane trekanter ofte er nedvendigt at treekke hejden 1 trekanten for
at kunne udregne de onskede storrelser, er dette ogsé tilfeldet for sfaeriske trekanter. Dette er
specielt nedvendigt, da vinkelsummen i en sfarisk trekant jo ikke er 180°, s man kan ikke
udnytte, at kender man to vinkler kan den tredie let beregnes.

Benyttes sinusrelationer til beregning af vinkler kan lesningen jo bade vare en vinkel v og 180 -
v. Dette kan i visse tilfaelde vare svart at afgere, Som det fremgar af den felgende setning 3.4
har man for retvinklede trekanter mulighed for at afgere dette.

Lad os betragte en trekant, hvor vinkel C er 90°.

Som i det plane tilfelde kaldes den modstdende side ¢ for hypotenusen og de hosliggende sider
a og b for kateterne.

Der gelder nu folgende sa@tning:
Seetning 3.4. En katete og dens modstdende vinkel er af samme “art”, dvs. enten begge spidse,

begge rette eller begge stumpe.

Bevis:

P4 figur 3.10 er punktet B pol for AC, dvs. i trekant ABC er A =90° og

C =90°, samt CB = 90°.

Betragtes nu den retvinklede trekant AB,C, hvor

C =90° ses umiddelbart, at sivel A som den modstiende katete CB, er C
spidse. '
Tilsvarende ses ved at betragte den retvinklede trekant AB,C, at sével

A som CB, er stumpe

Hermed er s&tningen bevist.

L 4

Fig 3.10. Katete og modstdende
vinkel

Ud fra de generelle grundformler i setning 3.3 kan vi nu let vise en rakke specielle formler for
retvinklede trekanter.
Szetning 3.5 For en retvinklet trekant ABC hvor C = 90°

geelder B
(4) cosc=cosa-cosbh
(5) sin4=219 . a
sinc
tanb
(6) cosd= an
tanc
t
(7) tan A= a.ma A .
sinb C
Huskeregel: Formlerne svarer til de sadvanlige for b

retvinklede trekanter, . .
eksempelvis cos = hosliggende divideret med hypotenuse ~ Fig- 1.11. Retvinklet trekant
osv

44



3.6 De 6 trekantstilfaelde

Bevis:
(4) Af cosinusrelationen (1a) cosc=cosa-cosb+sina-sinb-cosC
fas, da cosC=c0s90=0 cosc =cosa-cosh
sina sinc sina

(5) Af sinusrelationen (3) fis —— =— S sind =—
sin4 sin90 sinc

dasin 90 =1.
(6) Af cosinusrelationen (2a) cos A = —cos B-cos C +sin B-sin C-cosa fis cos A =sin B -cosa (da c0s90 =0)
Fra formel (4) haves: cosa = cose og fra formel (5):sin B = ﬂ
cosh sinc
sinb cosc _ tanb

Indsettes disse fas cos 4 =sin B - cosa =——- =
sinc cosb tanc

sina

sin A i sina-tanc sina-cosbh
%) tan A = _sinc _ me___cosc S
cos4 tand tanb-sinc  sinb sine sinb-cosc
tanc cosh
Formel (1) cosc = cosa-cosb indsattes
sina tana
tand=————=

sinb-cosa sinb

L 4

3.6 De 6 trekantstilfaelde

Som i plangeometrien er det nu muligt ud fra 3 “stykker” (f.eks. en vinkel og 2 sider) at beregne
de manglende stykker.
1) Givet de tre sider a, b og c:
Ved at benytte relationen (1b) findes £ A og ved bogstavombytning de to andre vinkler
(bemark: Vinkelsummen i en sfaerisk trekant er ikke 180° (360° < A + B + C < 540°)

2) Givet de tre vinkler A, B og C :
Ved at benytte relationen (2b) findes a og ved bogsta-
vombytning de to andre sider

3) Givet en vinkel A og de to hosliggende sider b og c:
Af (1a) beregnes a.
Vi kender nu alle tre sider og kan fortsatte som under
punkt 1.

4) Givet en side a og de to hosliggende vinkler B og C.
Af (2a) beregnes £ A.
Vikender nu alle tre vinkler og kan fortsette som under
punkt 2.

Fig. 3.12 To losninger

5) Givet en vinkel A og den hosliggende side c og den modstéende side a.
Dette tilfzelde er forholdsvis kompliceret, da det er nedvendigt at tegne hejden fra B, og
betragte de to retvinklede trekanter, der fremkommer.
Endvidere risikerer man, at der er 2 trekanter A ABCog A ABC, der opfylder betingelserne
(se figur 3.12)
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3. Sferisk geometri

6) Givet en side a og den hosliggende vinkel B og den modstédende vinkel A.
Man betragter 1 stedet polartrekanten og benytter setning 3.2. I polartrekanten kendes nu en
side, den hosliggende og den modstédende vinkel, dvs. beregningerne kan foretages som under
punkt 5

3.7. Navigationsformler:

I navigation har man udledt en reekke formler, som er nyttige i ofte forekommende situationer.
Formlerne kan som det fremgar af det felgende udledes ud fra ovenstdende trekantsformler.

I disse ofte forekommende situationer slipper man derved for at betragte passende trekanter, men
kan direkte indsette i formlerne. Man undgar dog ikke at foretage en vurdering, bl.a. i form afen
skitse, da eksempelvis kursen afth@nger af, om man sejler mod est eller vest.

Der er dog ogsa en raekke situationer, hvor disse formler ikke helt slar til, og hvor det er
nedvendigt at lose problemet ved at betragte passende sfariske trekanter.

Definitioner:
Et skibs Kkurs er en vinkel i grader regnet fra nord med uret. En kurs stik ost er altsd 90°.

Punkterne A og B * s geografiske koordinater ben@vnes 4 = (b ,,l,) og B=(by,l;)

I navigationsformlerne skal bredde indsettes med fortegn + for nordlig bredde og - for sydlig
bredde.
Eksempelvis ligger A pé den sydlige halvkugle erstattes i de folgende formler b, med - b, .

Leengdeforskellen mellem A og B benavnes lgf, ;. dvs.lgfy ;= |7, — 7|

I:  Afstanden dist(A,B) mellem to punkter 4= (b,,l,) og B=(b,,/;) er bestemt ved
(nl)  dist(AB)= cos™'(sin(b,)-sinb,) +cos(b ) -cos(by)-cos(lg f,_)

II:  Begyndelseskursen k for en sejlads fra A til B er bestemt ved
M) 4 =COS_1(sin(b3) —sin(b,) - cos(dist(A, B)j
cos(b ) - sin(dist(A, B)

hvor £ A er vinklen mellem nord og sejlruten.
Kursen & kan sd bestemmes afh@ngig af, om man sejler mod est eller vest.

III:  Alle storcirkler skaerer akvator 2 steder, og folgelig vil der pé en stocirkel altid vere et
punkt M pa den nordlige halvkugle der ligger taettest ved nordpolen.
Lad A’s position og begyndelseskursen k& veere kendt
Lad M have koordinaterne M = ( b, ,/,;)

(n3) b, =cos ' (cos(b,)-sink).

tan(b,, )]
tan(b ;)

[\ kan nu bestemmes ud fra om kursen er gstlig eller vestlig.

(nd) lgf, = cos‘l[
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3.7 Navigationsformler

IV: Lad der veere givet en meridian med leengden /,, .

Denne meridian og storcirklen, som er bestemt ud fra A’s koordinater og begyndelses-
kursen skarer hinanden i D. Vi har altsi, at D = (b,,,/,)) , hvor [, er kendt.

(n5) b, =tan”' (tan(bM -cos(lgf,, , ))

V: Etskib sejler fra A ned begyndelseskurs &, og med en hastighed pa v knob.
Efter ¢ timer er skibet i punktet B .
Lad A’s position og begyndelseskursen k vaere kendt
Lad B have koordinaterne B = ( by ,/; )

Idetu = vL gelder
60
(n6) bp = sin_l(cos(bA) -cos(k) - sin(u) + sin(b ) - cos(u))

cos(u) —sin(b,, ) -sin(b, )j
cos(b,)-cosby)

(n7) lgf, z=cos” [

Bevis
Ved udledningen skal benyttes de kendte trigonometriske overgangsformler.
(a) cos(90 — x) =sinx, sin(90.—x) =cosx, og
(b) cos(90 + x) = —sinx = sin(—x), sin(90.4+x) =cosx = cos(—x),
in(90 — 1
(ses af tan(90—x) = sin( x) = 09s(x) =
tan(x) cos(90—x) sin(x) tan(x)
I: Vi seger afstanden mellem to punkter A og B givet ved deres geografiske koordinater
Lad A=(b,,l,)og B=(b,l;), oglad begge punkter ligge pa den nordlige halvkugle (se figuren)
I trekant ABN kendes nu AN =90 -5,, BN=90-b, og LN = |ZA -1, | =lgf, 5
Af formel (1) fas nu
dist=AB= cos ' (cos(AN)-cos(BN) +sin( AN -sin(BN) - cos(( N)
=cos ' (cos(90—b,,)-cos(90—b,) +sin(90—b ) -sin(90 - b, - cos(N))

(c) tan(90-x)=

= cos_l(sin(bA) -sinbg) + cos(b,) - cos(bg) - cos(lng,B)

Hvis et punkt A pé den sydlige halvkugle , vil AN =90 + b,,

Af overgangsformlerne (b) ses, at formlen stadig gelde, hvis man
erstatter b, med - b,.

Formlen (nl)

dist = AB = cosﬁl(sin(bA) -sinbg) + cos(b ) - cos(bp) - cos(lng,B)

er hermed bevist.

II: Vi seger begyndelseskursen k for en sejlads mellem to punkter A og B givet ved deres geografiske koordinater
Vi kender nu alle tre sider i trekant ANB, s& vi kan nu benytte formel (1b) til at finde vinkel A . Kursen kan
derefter beregnes athangig af om man sejler mod @st eller vest.

Y= cos’I( cos(NB) — cos(NA) - cos(AB)] _ COS,{sin(bB) —sin(by) - cos(dist)]
sin(NA) - sin(AB) cos(b ) - sin(dist)

Idet £ A let kan omszettes til kursen er formel (n2) hermed bevist.
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3. Sferisk geometri

III:

VI:

Alle storcirkler skaerer eekvator 2 steder, og folgelig vil der pa en

stocirkel altid veere et punkt M pa den nordlige halvkugle der N
ligger taettest ved nordpolen.

Pé figuren er en sadan situation aftegnet.

Lad 4=(b,,!,) oglad kursen £ i A vere kendt.

Vi seger punktet M’s bredde b,, . M
I den retvinklede trekant NMA kendes nu £A og AN=90-b, B
sin NM _ sin(90-b,,)  cos(b,,) A

Af formel (5) fis sin 4 =— =—
sin NA  sin(90-b,) cos(b,)

Heraf fas om = COS_I(COS(bA) -sin A) .

Z A er kursen k (dog afhengig af om man sejler mod ost eller vest), sd hermed er formel (n3) bevist

Vi seger nu laengdeforskellen mellem punkterne M og A.

1
M tan(90-b tan(b tan(b
AF formel (6) fis: cos N = 2MM _ @n(0=0,,) _ tan(b,) _ tan(by )
tan NA  tan(90-b ) 1 tan(b ;)
tan(b )
_1| tan(by,
.Da /L N= |lM -1, | =lgf, fis £ N=lgf,,, =08 M Dermed er formel (n4) bevist.

Lad der veere givet en meridian med laengden /,, .
Denne meridian og storcirklen, som er bestemt ud fra A’s koordinater og begyndelseskursen skarer hinanden
iD. Viharaltsd, at D= (b,,[,), hvor /, er kendt.

Vi seger b,.
Idet M som for er det punkt pd den nordlige halvkugle, som ligger N
teettest ved nordpolen, kendes M’s koordinater M = (b,,,7,,)

I den retvinklede trekant MND kendes £ N = |l u—! D| og

NM=90- 5,

tan NM  tan(90-b,,) tan(b,) M
tan ND - tan(90-b,) - tan(b,,)

Af formel (6) fas: cos N =
Heraf fas b, = tan_l(tan(b - COs(N )) eller

_ -1
bp = tan (tan(bM ~cos(lgfy —D)) Hermed er formel (b5) bevist

Et skib sejler fra A ned begyndelseskurs &, og med en hastighed pa v knob. Efter ¢ timer er skibet i punktet B
Lad A’s position og begyndelseskursen & veere kendt

Lad B have koordinaterne B = ( b ,/5 )

Vi sgger koordinaterne til B.

Skibet sejler v -¢ somil fra A til B, og dermed er |BA| = ‘;—Ot grader.

I trekant NAB kendes £ A, NA=90- b, og AB=1, dvs en vinkel og de to

hosliggende sider. B

Af formel (1) fas cos(NB) = cos(NA) - cos(AB) + sin(NA) - sin( NB) - cos( 4) A
< ¢c0s(90 —by) =cos(90—b ) - cos(u) + sin(90 — b 4) - sin(90 — b)) - cos(A)

< sin(bg) =sin(b4) - sin(u) + cos(b 4 ) - cos(bg) - cos(A)

b= sin_l(sin(b 1) -sin(u) +cos(b ) -cos(bp) - cos(k)) . Hermed er formel (n6) bevist
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Da vi nu kender alle tre sider i trekanten kan vi beregne £ N = |l M / 4 | = lgf, \, af formel (1b)

cos(u) —cos(90—b ) -cos(90—bp) _ cos(u) —sin(b ) - sin(bg)
sin(90—b ) -sin(90 - by) cos(b,)-cos(bp)

cos(N) =

cos(u) —sin(b ) - sin(bg)

Heraf fis Igf, 5 :COSA[ J , dvs formel (n7) er bevist.

cos(b,) - cosbp)

Til lesning af en raekke skibsopgaver er det nedvendigt at vide, at:
0

1 knob = 1 sgmil/time, 1 semil = 1852 m = % .

Det er naturligvis en afvejning i det enkelte tilfeelde, om man vil bruge sfeeriske trekanter, eller
navigationsformlerne.
Det folgende eksempel er et eksempel herpa:

Eksempel 3.3 Storcirkelsejlads
Et skib sejler storcirkelsejlads fra Esbjerg (55.3° N, 8.15° @) med kursen 330°. Skibet passerer
breddecirklen 59° N i punktet P. Storcirklen skerer breddecirklen i to punkter, men her gnskes
fundet det punkt P, hvor skibet forst passerer breddecirlen. Find koordinaterne til punktet P.
Losning:

Vi ved, at vi ud fra de givne betingelser kan finde det
nordligste punkt pa storcirklen. Da skibet sejler mod
nordvest pa situationen vere som skitseret pa figuren,
hvor H er det nordligste punkt pa storcirklen, E er
Esbjerg, N er nordpolen, og den stiplede linie gennem
P, og P, er breddecirklen.

Strategi: Vi ved fra navigationsformlerne at vi kan finde H’s koordinater.

I den retvinklede trekant NHP kendes s& NH og NP, dvs. vi kan finde ZN = lengdeforskellen
mellem H og P.

Dermed har vi fundet P’s koordinater.

Beregninger:

by, = cos™'(cos(by ) -sin(360 - 330)) = cos ™' (cos(553) - sin(30)) = 7346°
I trekant NHP kendes NH = 90 - 73.46 = 16.53° og NP = 90 - 39=51°
tan( NH) tan 16.54) — 6039°

tan( NP) tan31

Vi har folgelig, at £ ENP = 64.61 - 60.39 = 4.22°.

Langdeforskellen mellem E og P er derfor 4.22°, hvoraf folger at P ligger pa 8.15 - 4.22 = 3.93°

ostlig leengde.
P=(59°N, 3.93° )

Af formel (7) fis cos(HNP) = < ZHNE = cos_l(

L 4
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Eksempel 3.4 (= eksamensopgave 4 april 2006)

Et skib sejler storcirkelsejlads fra Laong, Philipinerne (12.85°N,125.22° @) med en begyndelses-
kurs 84° og med konstant fart p& 15 knob.

a) Angiv positionen for det nordligste punkt P pa sejladsen.

Efter 6 degns sejlads, hvor skibet er pa position B, &ndres kursen 10° mod syd.
b) Angiv B’s position samt den nye startkurs.

Efter yderligere storcirkelsejlads med 15 knob fra B er skibet i position C pé laengden

178.05° V

¢) Angiv den samlede sejltid fra Laong til C samt C’s position.

d) Angiv den samlede sejltid, sdfremt skibet i stedet havde sejlet fra Laong langs en breddecirkel
til 178.05° V, og derefter langs en storcirkel til C.

Leosning:
En skitse af sejladsen tegnes.

a) Vi anvender navigationsformlerne (n3) og (n4)
b, =cos”' (cos(bA )-sin k) =cos”' (cos(12.85) . sin(84)) =14.16°
t .
lgf, = cos_l(Mj = cos_l(wj =2529°
tan(b,) tan(14.16)

P=(14.16"N, 125,22° +25.30° @ ) = (14.16° N, 150.52° @ )
15-6-25

b) Med 15 knob i 6-24 timer tilbagelaegger skibet =36", dvs. LB = 36"

Vi anvender navigationsformlerne (n6) og (n7)
bg = sinfl(cos(bL) -cos(k) - sin(u) + sin(by ) - cos(u)) = sinfl(cos(12.85) -c0s(84) - sin(36) + sin(12.85) - cos(36)) =13.88°

of — Cos_l(cos(u) - sin(bL)-sin(bB)j ~ Cos_l(COS(36) — sin(12.85) - sin(13.88)
Ehap cos(b; )-coshg) cos(12.85) - cos13.88)
B =(13.88"N, 125.22+37.023° @ = (13.88° N, 162.24° @ )

) =37.023°

For at kunne bestemme kursen ma man forst bestemme slutkursen i B
Hertil kan vi benytte (n2) idet vi nu blot regner begyndelseskurs fra B til L.

/B cos_l( sin(b; ) —sin(bp) - cos(dist(L, B)j _ cos_l( sin(12.85) — sin(13.88) - cos(36)j _g715"
cos(bp) - sin(dist(L, B) cos(13.88) - sin(36)

Ny kurs = 180° - 87.15° + 10.0° = 102.85°

¢) Vikender startkurs i B og B’s beliggenhed. Skeering med meridian kan fas af formel (n5), men
det kraever, at vi igen benytter formlerne (n3) og (n4) for at finde det nye maksimumspunkt M.
Da vi endvidere skal beregne BC ud kraver det ogsa (nl)
Lidt hurtigere er det (méaske) at betragte A BNC .
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3.7 Navigationsformler

Skibet passerer datolinien, da C ligger pa 178.08° V.

Vi har folgelig, at £ BNC =lgf,, .= 180 -178.05 + 180 - 162.24 =19.71°

I A BNC kendes nu en side BN =90 - 13.88 = 76.12° og to hosliggende vinkler # N=19.71°
og £ B=102,85"

Vi kan nu af formel (2a) beregne £ C, og derefter af formel (2b) de to sider NC og BC.
cosC =—cos N -cos B—sin N -sin B-cos BN

= —c05102.85-c0s19.71+5sin102.85-sin19.71-cos 76,124 £ C =73.248°

cos BC = cosl9.71+cos73‘.25-cos102.85 BC = 19.995
sin 73.25-sin102.85

cos NC — cos102.?5+cos7?.25~cosl9.71 NC = 81.29°
sin73.25-sin18.81

C =(90°-81.29°, 178.05°) = (8.71° N , 178,05’ V)

Samlet sejltid:
LC =36+19.995 = 55.995°

. 60 ) . .
1° sejles pﬁg =4 timer, dvs. 55.995° sejles pa 223.98 timer

cos NC — cos102.?5+cos7?.25~cosl9.71 NC = 81.29°
sin73.25-sin18.81

C =(90°-81.29°, 178.05°) = (8.71° N , 178,05’ V)
d) Breddecirklen LD (den stiplede linie pa tegningen) ligger pé bredden 12,85°N .
Z LND =19.71+37.023 = 56.733°. CD=12.85-8.71 = 4.14°

Sejltid fra L til D og igen fra D til C : %-(56.733-00512.85+ 4.14) = 237.8 timer
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3. Sferisk geometri

Opgaver
Opgave 3.1 (eksamen 2005)
a) Fra positionen A = (14.80° V , 28.45° N) sejles storcirkelsejlads til position
B =(36.75°V, 44.50° N)
Bestem begyndelseskurs og slutkurs.
b) I position B &ndres kursen til 256.25° og der sejles fortsat storcirkelsejlads til position C, der
ligger p& 80.10° vestlig l&ngde.
Bestem C’s bredde
c) Der sejles hele tiden med 22.5 knob.
Bestem sejltiden ABC, samt sejltiden hvis der 1 stedet var sejlet med 22.5 knob langs
breddecirklen 28.45° N fra A til 80.10° V og derneest langs meridianen til C.
d) P4 turen fra A til B passeres sendenom position D = (25.16° V, 37.85° N).
Bestem den korteste afstand til D i semil under sejladsen fra A til B.

Opgave 3.2 (cksamen 2004)

a) Fraposition A, 73.20° V pa den sydlige halvkugle (Valdiva, Chilie) sejles storcirkelsejlads ned
en begyndelseskurs 240° til position B, hvor kursen er 280°. Der sejles med 20 knob i 5 degn.
Bestem positionerne A og B’s koordinater.

b) Efter 2.5 dogns sejlads fra A er position M néet.

Bestem position M’s koordinater.

c¢) Under sejladsen passeres syd om Robinson Crusoe Island (34.00° S, 79.00° V).
Bestem i hvilken afstand angivet i somil.

d) Fra position B sejles kurs 270° langs en breddecirkel i 7 degn, fortsat med farten 20 knob,
Bestem slutpositionen D (Invercargill, New Zealand).

Opgave 3.3 (eksamen 2003)

a) Fraposition A, 9.80°V sejles storcirkelsejlads med en begyndelseskurs 270° til position B, som
anlgbes med en slutkurs 235.5°. Lengdeforskellen mellem position A og B er 45.20°.
Bestem Positionerne A og B’s koordinater.

b) I position B foretages en kursendring pa 5.0° mod syd og storcirkelsejladsen fortsattes i 2.5
dogn med farten 13.5 knob, hvorefter position C nés.

Bestem position C’s koordinater.

¢) Hvis man fra position B havde fortsat mod position C, langs en breddecirkel og siden langs en
leengdecirkel stadig med farten 13.5 knob, hvor lang tid havde sejlturen fra B til C sd varet?

d) Under sejlturen fra A til B passeres en position D = (38.00° N, 26.00° V) i en vis afstand.
Angiv den korteste afstand til position D under sejlturen fra A til B.

Opgave 3.4 (eksamen 2002)

Et skib S, sejler fra Byron Bay (55.30° N, 58.60° V) stik st langs en breddecirkel med en fart p&
8 knob. Samtidig afsejler et andet skib S, fra Cap Ferret (44.70° N, 01.20° V) langs en storcirkel
med en begyndelseskurs 315° og en fart p4 12 knob.

a) Bestem S, og S, ‘s positioner efter 3 dogns sejlads.

b) Bestem afstanden mellem skibene efter 3 degns sejlads.

c) Bestem positionen P, hvor S, med fortsat storcirkelsejlads skaerer S,'s sejlrute.

d) Hvornér skulle S, vere startet, hvis begge skibe skulle have varet samtidig pa positionen P
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4.1. Funktionsbegrebet

4 Standardfunktioner

4.1 Funktionsbegrebet

Det forudsettes 1 det folgende, at man har et generelt kendskab til funktionsbegrebet.
Vi vil derfor kun kort repetere et par vaesentlige definitioner:

Monoton funktion

Hvis der til starre x-verdier svarer storre funktionsvardier kaldes funktionen voksende.

Hvis der til storre x-verdier svarer mindre funktionsverdier kaldes funktionen aftagende.

Den lineare funktion f(x) = ax+b er sdledes voksende, hvis a > 0 (haldning er positiv) og

aftagende hvis a < 0.

Et monotoniinterval er et interval, hvori funktionen enten er voksende 1 hele intervallet, eller er
aftagende 1 hele intervallet

Omvendt funktion

For x > 0 fas af ligningen x> = y at x = \/;
Man kan altsé kun lgse ligningen, hvis man indferer funktionen “kvadratrod”, som siges at vaere
den omvendte funktion af f(x) = x*. Da man ikke kan tage kvadratroden af et negativt tal, si

er dette kun muligt forx > 0.
Enhver monoton funktion en omvendt funktion.

Saledes er f(x)= x? en voksende funktion for x >0 og f har derfor her en omvendt funktion
S =Ax
Symbolikken /' er uheldig da den kan forveksles med 1/f. Man bruger den derfor kun hvor

forveksling er umulig, men bruges bl.a. pa lommeregneren hvor sin~' er den omvendte funktion
af sinus.

Grafen for /' fas si af grafen for /' ved spejling i linien y = x ,se figur 4.1.

A

a

Fig 4.1 Omvendt funktion
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4. Standardfunktioner

Standardfunktion
Ved en standardfunktion vil vi i1 det felgende forsta en af folgende typer af funktioner:

Potensfunktioner x“ , Eksponentialfunktioner a” , logaritmefunktioner In(x) og log(x) samt de
trigonometriske funktioner sin(x) og cos(x) .

Lad f(x)og g(x)vere to standardfunktioner og a og b vare to konstanter. Der kan s& dannes

f(x)
g(x)

nye funktioner ud fra de sadvanlige regneregler a- f(x)+b-g(x), a-f(x)—b-g(x),
og f(g(x)).

Ofte kalder man funktionen y(x) fremfor f{x) , da det s mere svarer til, at vi i koordinatsystemet
kalder andenaksen for y-aksen.

Eksempelvis y(x) =2x—3 er en linear funktion, hvis graf er den rette linie med haldningen 2,
og med ligningen y =2x-3 .

Praktisk forklaring af skrivemdden y = y(x). Er f.eks. massen m af en stang en funktion af stangens leengde /, vil man
nedigt skrive m = f{I), da man sa dels benytter symbolet m for massen betragtet som en variabel, dels benytter symbolet
ffor massens athangighed af /. 1 stedet skrives tit m = m(/), sd der kun knyttes ét symbol m til den fysiske sterrelse.

Standardfunktionerne vil blive gennemgéet 1 de folgende afsnit, sammen med eksempler pa
funktioner, der er dannet ud fra ovenstaende regneregler.

4.2. Potensfunktioner
Som bekendt er @’ =a-a-a-a-a, og generelt glder, at hvis  er et helt positivt tal, si er
a" =a-a-.:a (ialtn faktorer)
For regning med potenser gaelder som bekendt folgende potensszetninger:
n p n
n.gP = g"tpP a _ b n|" Zghp B =4 " a) -4
b a? =P 2 a 3)(a) a"P, 4 (a-b)"=d"-b 5)(17)

5
: 2 25 10
Eksempelvis er a”-a* =a*™* =a’ og (a ) =a =a

Eksponenten p i a” kan imidlertid vaere alle reel tal, blot man forudsatter roden a > 0
Der galder nemlig

Definition. Udvidelse af potensbegrebet
Lad n vaere et positivt helt tal, og a et vilkarligt reelt tal hvis intet andet er nevnt.

a" =a-a-...-a (ialtn faktorer)

a 'l =— for a=0

1 a >0 for n lige
a" =4a hvor o :
a vilkérligt reelt tal for n ulige

a’®=1for a#0
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4.2. Potensfunktioner

Begrundelse

Da potensreglen a"af =a"P skal galde, fas for

0 +0 o 1,

p=0:ad"a" =d""=4°=

n —-n n—-n n —-n —n 1
p=-n:a -a " =a <a'a "=1l=2a " =—
n

a

ialt n addender

1 1 1 1 1 1 1
- = - —+—+.t

an -gh....gh=qn n ;:al.Da%‘%«...%:a fas heraf, at a;:%

ialt n faktorer n faktorer
Hvis n er lige mé a ikke veere negativ, jeevnfor, at 4/(—4) er udefineret (x? = —4 er uden losning)

, mens J-8=-24da (—2)3 =-8.
At potensreglerne 2) 3) 4) og 5) ogsé geelder for det udvidede potensbegreb overlades til leeseren.

L 4

Potenser med ikke rational potens

Onsker man at definere eksempelvis 3‘5 , s kan det ske ud fra de forrige definitioner pa folgende

made. 2 = 14144 ..

14
31 =3, 3M =310 =46555 34 =47069, 31414 =47277, 314142 = 47287, dvs 32 % 4729

Pa lommeregneren fas med 4 decimaler 3‘5 ~ 47288
Eksempler pa anvendelser af potensfunktioner

Eksponentiel notation (scientific notation)
Meget store tal eller meget sma tal skrives eksponentielt

Eksempel :Elektronens masse er 9.11-107°' kg og lysets hastighed er ca 3.0-10°m(s

Keplers 3. lov
Planeterne beveager sig om solen 1 baner, hvor omlebstiden 7 og den gennemsnitlige afstand

fra solen er givet ved 7 = 0.000548- 130

Pulsen for forskellige dyrearter.
Det viser sig, at smé dyr har en hurtig puls og store dyr har en langsom puls.

Man her fundet, at hvis y er antallet af hjerteslag pr. sekund, og x er dyrets masse i kg, si gaelder

med tilnermelse y = 3.60-x %%
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4. Standardfunktioner

4.3. Polynomier
Ved et polynomium af n’te grad forstas funktionen

f(x)=a,x" +a, x"'+. ... +ax+a,, a,#0
Ved polynomiets redder forstas lgsningerne til ligningen f(x)=0.

Man kan vise, at et polynomium af n’te grad har hgjst n redder.

Polynomium af 1. grad:
Etpolynomium af'1 grad f(x)=ax+b:, a#0 kaldesogsa en linear funktion, da dens graf er

en ret linie.

Det forudsettes, at man kender denne funktion samt den rette
linie’s ligning, sd vi vil her ngjes med at vise grafen for f(x) (se
figur 4.1),

b
/

Fig 4.1. Heeldning a

Polynomium af 2. grad: f(x)=ax” +bx+c, a#0

Grafen for denne funktion kaldes en parabel.
Det forudsattes at man kender denne funktion, s vi ngjes med at repetere via et eksempel.

Eksempel 4.1. (polynomium af 2. grad)

Lad f(x)=-3x>—x+2

a) Angiv definitionsmengden for f

b) Find eventuelle nulpunkter for f

c¢) Skitser grafen for funktionen i et interval, der indeholder nulpunkterne.
d) Angiv funktionens verdimangde

Lesning:

a) Funktionen er defineret for alle tal, dvs D =]—o0; 0]

b) Nulpunkter: (= grafens skeringspunkter med x - aksen)

f(x)=0& 3x>—x+2=0

“bEVb' —4-a-c _—(-DEJ(-D-4:(-3)2 _1+5 _ 1

2a 2(-3) -6 %

Bx?—x+2=0x=

Nulpunkter x =-1 og x =

(ISR

TI 89: F2/solve(-3x"2-x+2=0,x)
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4.3. Polynomier

¢) Da a = -3 <0 har parablen grenene nedad. by
Stettepunkt (0, 2)

Sadvanligvis er det klogest, at bede lommeregneren tegne
grafen, men det er ikke nedvendigt her, hvor vi kender
parablen

d)  For at finde maksimumspunktet, ma man enten huske

toppunktsformlen for en parabel, T= (_i — ij - (___1 — Aj _ (_l ,éj
2a’ 4a 6" 4(-3) 612
eller igen benytte lommeregnerens maximum (se evt. appendix 1 herom)
. 25
Verdimangde V = }00; E[ €

Eksempel 4.2. Optimering
En stor butikskeaede selger lommeregnere til 600 kr pr. stk. Til den pris har man erfaring for, at
der saelges 1000 stk. pr. uge.
For hver gang man heever prisen med 50 kr pr. stk. falder salget med 60 stk. pr. uge. Tilsvarende
stiger salget , hvis prisen s&nkes.
Hvis firmaet kun ser p4 omsatningen, hvilken pris giver s den sterste omsaetning?
Lesning:
Hvis prisen er 600 kr er omsatningen O = 1000-600kr
Hyvis prisen er 600 + 50 kr er omsatningen O = (600+50)- (1000 — 60) kr
Hvis prisen er 600+ 2-50 kr er omsatningen O = (600+2-50)-(1000-2-60) kr
Idet x er antal gange prisen stiger med 50 kr, sd har vi folgelig, at
hvis prisen er 600+ x-50kr er omsatningen O = (600 + x-50)- (1000 — x - 60) kr
Héndregning:
O(x) = =50-60x% +(1000- 50— 600- 60)x + 600-1000 = —3000x> + 14000x + 600000
TI89 : expand((600+x*50)*(1000-x*60),x)
Vi ser, at omsa&tningen kan skrives som et andengradspolynomium i x
Vi sgger den storste omsatning, dvs. sterstevardien for O(x)

Da grafen er en parabel med grenene nedad har den en stersteverdi i toppunktet.

b 14000
Vi har derfor, at oms@tningen er storst for x = ——=—-————=2333
2a 2-(-3000)

Da x skal vaere et helt tal mi x = 2, dvs. vi skal have prisen med 100 kr til 700 kr pr. stk.

Herved selges 120 farre lommeregnere, men omsatningen stiger til
(600+2-50)-(1000—-2-60) = 700-880 = 616000 |

En anden metoder er at tegne grafen, men det er ikke helt let, at f4 det rigtige vindue, da
vaerdierne er sé store (se evt. appendix 1).
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4. Standardfunktioner
4.4. Eksponential- og logaritme-funktioner

4.4.1. Eksponentialfunktioner

Ved en eksponentialfunktion forstas en funktion af typen f(x)=a", hvor a >0
x kaldes eksponenten og a for grundtallet.

Da a = 1vil alle eksponentialfunktioner g& gennem punktet (x, y) = (0,1).

Eksempel 4.3 Graf for eksponentialfunktion

1 X
Skitser graferne for eksponentialfunktionerne f(x)=2" og g(x) = (Ej

Losning:
Der beregnes folgende stottepunkter

X 1 2 3
fx) 2 4 8
£ N

2 4 8

4

Det ses, at f(x) = a” er voksende for a > 1 og aftagende fora < 1.

Af speciel interesse er den eksponentialfunktion, som i punktet (x,y) = (0,1) har en tangent med
haldningskoefficienten 1.

Denne funktion kaldes den “naturlige” eksponentialfunktion og skrives exp(x) eller e”

Dens grundtal e er en uendelig decimalbrok.
Pa Tl 89 findes funktionen over tasten x og man finder bl.a. at med 5 decimaler er e*(1) =2.71828.
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4.4 Eksponential- og logaritme-funktioner

4.4.2 Logaritmefunktioner

Da eksponentialfunktionerne er monotone, har enhver af dem en omvendt funktion.
Disse omvendte funktioner kaldes logaritmefunktioner.

Vi vil i detaljer ngjes med at betragte de to vigtigste, nemlig

1) Den naturlige logaritme y = In(x) som er den omvendte funktion til y = e*,
dvs. y=In(x) @ x=¢".
Der geelder altsa (forudsat x > 0)

"™ = x og ln(ex) =X

2) Titalslogaritmen y = log(x), som er den omvendte funktion til y =10",

dvs. y=log(x)< x=10" Der gelder altsd |10°¢Y) = x og log(lox) =x

P& figur 4.2 er tegnet graferne for e* og for In(x).

v

o

p—
Il
(@)}

N \\\00

.
.
.
.
. -
.
.
.
.
.
.
4 >
.
.
.

—_—
i
-

Fig 4.2. In(x) er den omvendte funktion af e*

For log og In galder (jeevnfor ogsa figur 4.2), at definitionsmangden D er alle positive reelle tal,
da det er veerdimangden for e og 10™ .
Vardimangden V = R (alle reelle tal) da det er definitionsmeengden for e* og 10™ .

In(1)=0 og log(1)=0 da e’ =10 =1
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4. Standardfunktioner

Logaritmeregler

Svarende til potensreglerne har man nogle logaritmeregler, der er vigtige hvis man skal bevise s@tninger, eller hvis
man skal lese ligninger ved handkraft. Da vi sedvanligvis anvender lommeregner i sddanne tilfelde vil vi kun
anvende dem ved beviser.

Lad a og b vare positive tal. Der geelder da

1) In(a-b)=Ina+1Ind log(a-b) =loga+logh

2) ln(%j =Ilna—-Inbd log(%j =loga —logh

3) 1n(ax)=x-1na log(ax):x-loga
Bevis:

a=e? og b=e"? fas

1) a-b=ea 4 b _ plnatinb gy ln(a-b):ln(elna+lnb):lna+lnb

Ina

a_e _ elna—lnb
2) oInb dvs. ln(%) = ln(elna_]"h) =Ina - Inb
na\* _ x1 1
3) axz(ena) =N dvs. ln(ax =1In[e® Il“):x-lna
Beviset for log er ganske analogt.
Titalslogaritmen kan udtrykkes ved de naturlige logaritmer: logx = 1lnl)§)
n
Bevis: Af x =108 fas ved at tage logaritmen pa begge sider og benytte logaritmeregel 3):
Inx=1logx-In10< logx = Inx ‘

In10

4.4.3. Nogle anvendelser af logaritme- og eksponentialfunktioner.

Radioaktivt henfald
Radioaktive stoffer omdannes med tiden til ikke-radioaktivt stof . Man siger, at stoffet
“henfalder”. Kulstofer sdledes ud over nogle stabile isotoper, ogsd sammensat af den radioaktive

isotop '¢C, som kaldes kulstof-14.

Hvis mangden af det tilbagevaerende stof til tiden ¢ kaldes m(¢), gelder m(¢) = m(0)- e M hvor
m(0) er mangden af den radioaktive stofmaengde til tiden # = 0.

Tallet £ kaldes henfaldskonstanten. Sterrelsen af den athanger af det padgeeldende stof.

For en aftagende eksponentiel udvikling som ovenstdende gaelder, at nar der er gaet en bestemt
tid (halveringstiden T) sd er den tilbageverende mangde stof blevet halveret. Dette galder
uathangigt af om man foretager malingen i dag eller om 1000 &r.
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4.4 Eksponential- og logaritme-funktioner

Saetning 4.2. Halveringstid eller fordoblingstid
Lad der veere givet funktionen f(t)=a-b", hvor t er tiden

Er b > 0 er f(t) voksende. Den tid T det tager for at f(t) bliver fordoblet er uafhcengig af
tidspunktet og kaldes fordoblingstiden

Er b < 0 er f(t) aftagende. Den tid T det tager for, at f(t) bliver halveret er uafhengig af
tidspunktet og kaldes halveringstiden.

Der geelder T= ni2)
In(b)
Specielt, hvis f(t)=a - e daerT= lnl(f)‘

Bevis:
a) b>0: Vi har, at f(+T)=2-1(1) )

Idet f(t+T)=a-b""" =a-b"-b" fas ved indsettelse i ligning (1)

In2

a-b b =2-a-b @szzc»T.lnbzlnz@TZI_
n

b)b<0: Vihar,at f(;+7)= %/'(;) 2)

Idet f(t+T)=a " =a-b" -b" fas ved indsattelse i ligning (1)

ab b =t b =L e T mb=imi—m2 e r=-12
2 2 Inb
) . i In2 In2
c) f(t)=a.ekt Da ¢! :(ek) er T'= 1n(ek) = .
L 4
Eksempel 4.4 Halveringstid
For kulstof -14 geelder m(t) = m(0)-e™*
Det vides, at den har en halveringstid pa ca. 5730 ar.
Find henfaldskonstanten k.
Lesning: Da funktionen aftager, er k > 0.
In2 In2
i 5730=—< k= =0.00012
Vi har da . =730
L 4

I levende planter og dyr er forholdet mellem kulstof-14 og den ikke radioaktive isotop
1ngonstant og er det samme som forholdet mellem de to isotoper i omgivelserne. Nar

organismen der, optager den ikke leengere kulstof fra omgivelserne. Nu henfalder kulstof-14 og
man kan derfor benytte indholdet af kulstof-14 i arkaeologiske fund (knogler, planerester) til at
angive dets alder.
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4. Standardfunktioner

Renteformel
Hvis rentefoden er » % pr. termin, sd vil en kapital pd b kr efter n terminer vare vokset til

b, =b(1+r)"

Denne formel kaldes renteformlen

Bevis:

Et belob pa b kr indsattes pd en bankkonto, hvor der tilskrives en rente pa » % om aret.
Hvor meget er belebet vokset til efter » ar.

Lesning:

Efter 1 ar er belobet vokset tilb + b-r=>b-(1+r) kr

Efter 2 &r er belobet vokset til b+ (I+r)+r-b-(1+r)=b-(I+r)* kr

osv.

Efter n érs forleb er belebet vokset til b- (1+r)" kr

4

Eksempel 4.5. Anvendelser af renteformlen

1) Hvad skal sattes ind pa en bankkonto, som forrentes med 4.5% rente p.a. for at der om 10 ér
star 80000 kr

2) En virksomhed har det forste ir en vakst pa 8% , det naeste ar en vaekst pa 12% , det tredie ar
et fald pa 10% og det fjerde ar en vakst pa 5%.
Hvad er den gennemsnitlige arlige vaekstrate pa r % , som pd 4 ar giver det samme resultat.

3) Der inds@ttes 100000 kr pa en bankkonto med fast rente pa 4% p.a.
Hvor mange ar (terminer) skal belabet st for at det er vokset til 200000 kr.

4) Etradioaktivt sporingsstofindsprejtes i en mus. Man ved at mangden af stof aftager med 25%
over en periode pa 12 timer.
Hvad er det procentiske fald pr. time?

Lesning:

80000
1) b(1+0.045)'° =80000 < b =

=51514.20kr
10450 =———
2) Lad os antage, at vi har en kapital pa 100 kr
Denne er pa 4 ar vokset til 100-1.08-1.12-0.90-1.05
Der gzelder 100(1+7)* =100-1.08-1.12-0.90-1.05 < (1+7)* = 1.08-1.12-0.90-1.05

1
< 1+7=(114307)*% < r =103399—-1=0.03399 = 34%

3) 100000(1.04)" =200000 100000(1.04)" =200000 < 1.04" =2 <= n = =17.67

In 1.04
eller TI89: F2: solve((100000*(1.04)*n=2000000,n) Resultatn =17.67

Belobet skal std i 18 r
4) Lad det procentiske fald pr. time vaere r %

1
100-(1-7)"? =100-(1-025) <= (1-7)"? =075 1-r= 07512 < r=1-09763
< r=02368=237%

62



4.4 Eksponential- og logaritme-funktioner

Richter - skalaen
Ved maling af jordskelvs styrke beregnes et tal R (f.eks. R = 6) efter Richter-skalaen.

Formlen der benyttes er R = log(%j +b ,hvor a er amplituden for jordoverfladens svingninger

(i 10° m) ved mélestationen, T er perioden for jordskaevbelgen i sekunder og b er en konstant,
der afthanger af jordskaelvbelgens svakkelse fra centrum for jordskalvet.

Da skalaen er logaritmisk betyder en lille @ndring 1 Reaktor tal en stor a&ndring 1 jordskeelvets
styrke.

Det kan ses af folgende regninger:
Lad et jordskalv have Reaktor tallet R, og et andet jordskalv have Reaktor tallet R,, og lad de tilsvarende amplituder
vare a, og a, . Lad endvidere T og b vere de samme for begge jordskaelv.

4

Vi har derfor R| = 1og(—j +b Ry = log(a—zj +b
T T

Treekkes de to ligninger fra hinanden fés

R —Ry= log(ﬂ) - log(a—z) < R — Ry =loga) —logay & R — Ry = log[a—lj o10f-R 4
T T ay aj
Antages eksempelvis, at Richtertallet stiger med 0.5 (feks. fra R, = 5 til R, = 5.5) bliver

10535 =91 510703 ray =ap < ap =316-a

a
Amplituden bliver altsé over 3 gange sa stor ved en stigning pa 0.5.

Lydmaéling

Decibel (dB) skalaen bruges til at bestemme, hvor hgj intensiteten i lydtrykket er i de frekvenser,
det menneskelige ore kan opfatte.

Lydstyrken L i decibel beregnes af formlen L =10- log(li) , hvor I er “lydtrykket” og I, er
0

den svageste “lydtryk” det menneskelig ore kan opfatte (begge malt i W/m?* (Watt pr. m?)).
Det ses, at hvis /=1 er L =0 dB.
Sattes [ = 10° -7 oer L =60 dB, hvilket svarer til samtale i normalt leje.

Det ses altsd, at det menneskelige are ikke opfatter lyden som selve lydtrykket, men demper det
kraftigt ned efter en logaritmisk skala.

Miling af surhedsgrad
Enhver syre er kendetegnet ved en sterre eller mindre tilbgjelighed til at afgive H'-ioner, sa jo
mere og jo sterkere syre der er, desto flere ioner. Man maler derfor en vaskes surhed ved at male

koncentrationen af brintioner [ 11 vaesken (1 mol/liter).
En oplesnings pH defineres ved pH = —log[H " ].

Destilleret vand har en pH pd 7 (svarende til[H*]=10""), en sur vaske har pH < 7 og en
basisk vaske har en pH > 7s

'Streng taget ikke H* men H;0"
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4. Standardfunktioner

Eksempel 4.6. Ligninger med logaritme- potens- eller eksponentialfunktioner
Los ligningerne

a) Inx=3

b) e* =15

c) Lad y=x“. Narx vokser med 10% vokser y med 15% . Find a.

Losning:

a) nx=3 x=¢’ =20086

b) e =15 x =In(15) = 2.708

c) y-LI5=(x-11)*. Indsattes y = x“ fis
Inl5

X 115=(x-11)" & L15-x" =x" 115" ©a= - = 1466
nl
TI 89: Spgrgsmal c) kunne ogsa lgses ved
F2: solve(1.15=(1.1)"a,a) Resultat a = 1.466 L 4

4.5. Trigonometriske funktioner.

4.5.1. Indledning

Ordet trigonometri betyder trekantsméling, og de trigonometriske funktioner anvendes i udstrakt
grad til geometriske beregninger (jevnfer kapitlerne 1 - 3).

Ved mange fysiske anvendelser anvendes ogsa de trigonometriske funktioner, men her er det iser
deres “periodiske, svingende” egenskaber der er af betydning, f.eks. ved beskrivelse af
vekselstrom , mekaniske svingninger osv.. Et eksempel pa disse anvendelser kan findes i afsnittet
om svingninger.

Mens man i geometrien sedvanligvis regner vinkler i grader, vil man ved fysiske anvendelser
regne vinkler i radianer (ogsé kaldet naturligt vinkelmal) .

Definition af vinkels radiantal

Pa figur 4.4 er tegnet en cirkel med cen-
trum i O og radius 1 (cirklen kaldes en
enhedscirkel)

Vinklen v mellem OQ og OP malt i radi-
aner defineres ved

»
L

_ leengde af cirkelbue _

V .
radius

leengde af buen QP pa enhedscirklen.

Fig. 4.4. Definition af radian.
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4.5 Trigonometriske funktioner

Da en cirkel med radius r har omkredsen 2 - 7 -7 har en halvcirkel pa enhedscirklen lengden 7 .
0
Da dette svarer til en vinkel pa 180° sker en omregning fra radianer til grader med faktoren

V4
Eksempelvis har en vinkel pa 60° radiantallet 60 % = % ~ 1.047 og en vinkel pa 2 radianer har

1
et gradtal pa 2 180 = 360 =114.59 radianer

V4 T
I de folgende afsnit omstiles derfor TI 89 til radianer: Mode P Angle = radian

4.5.2.Definition af sinus og cosinus.

Generelt defineres cosinus og sinus pa folgende made:

Lad P vere et punkt en enhedscirkel (cirkel med radius 1), og lad x betegne en vinkel fra x -
aksen til linien gennem O og P . Vinklen x regnes med fortegn (positiv mod uret)
Funktionerne cos(x) og sin(x) defineres da ved, at P har koordinaterne P = (cos X, sin x)
Definitionerne fremgér af figur 4.3.

|

P = (cosx, sinx)

> X

Fig. 4.3. Definition af cos og sin.

4.5.3. Periodicitet
Enhedscirklen har omkredsen 27, s punktet P pa figur 4.3 har savel koordinaterne
(cos x , sin X) som koordinaterne (cos(x + 27), sin(x + 27), (cos(x +4x),sin(x + 4 ) osv. samt

koordinaterne (cos(x —27x),sin(x —27), (cos(x —4x),sin(x —4x) osv.
Der geelder altsa, at funktionsveardierne for f(x) = sinx og g(x) = cosx gentager “sig selv’’ med

en afstand pa 2.
Man siger de to funktioner er periodiske med perioden 2.
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4. Standardfunktioner

Tegnes grafen for funktionen f(x) = sin(x), hvor x males i radianer, sa kan man fa en reekke

stottepunkter ved 1 lommeregneren at satte x til forskellige vardier

x [0f05| 1 [15] 2 [25]| 3 |35 4 4.5 5 5.5 6 6.5

y=sin x (0]0.48{0.8411.00]0.90]0.60 |0.14 |-0.35 [ -0.76 |-0.98 |-0.96 | -0.71 | -0.28 | 0.22

Grafen kan nu tegnes, men lettere er det at lade lommeregneren gore det.
Velg intervallet -10<x<100g-1<y<1
Tilsvarende kan man gere det for cos.

Fig. 4.4. Grafer for cos og sin.

Hvis grafen for cos x parallelforskydes %mod hejre falder den sammen med grafen for sin x,

T ) ) T
dvs. cos(x —Ej =sinx eller cosx = s1n(x +5j }

Relationen er et eksempel pé de sdkaldte overgangsformler, som vi bl.a. sd anvendt i den sfaeriske
geometri.

Losning af trigonometrisk ligning
Ligninger hvori der indgar sin eller cos har ofte uendelig mange losninger.
Eksempelvis har ligningen sin(x) = 0.5 uendelig mange losninger, da linien y = 0.5 jo skerer

grafen uendelig mange gange.

Eksempel 4.7. Losning af trigonometrisk ligning

a) Find samtlige losninger til ligningen sin(x) = 0.5

b) Find alle lgsninger til ligningen sin(x) = 0.5 indenfor et periodeinterval
Lesning:

a) TI89: solve(sin(x)=0.5,x) giver x=2-cl- 7426180 v x=2-cl-7+05236

hvor den markelige konstant pd lommeregneren (her kaldes cl) kan vere alle hele tal
svarende til de uendelig mange losninger.
Man ser (som forventet) at perioden er 2 7 .

b) Da perioden er 2 7 skrives solve(sin(x)=0.5,x) |0 <x<2*r
Resultat : x =2.6180 v x=0.5236
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4.5 Trigonometriske funktioner

Anden metode er at benytte sin™

x= sin"' (0.5) = 0.5236 giverkun den ene losning, nemlig den der ligger i intervallet mellem }— g ; g}

Betragter vi enhedscirklen pa figur 4.5, sé kan vi der se, at bdde punkterne P og Q har samme
anden-koordinat, og at hvis den ene vinkel er X, ma den anden vere 7 — x

Vi har folgelig, at den anden lesning er x = 7 - 0.5236 =2.6180

Y
A

P = (cosx,sinx)

> X

Fig. 4.5. sinx=0.5

Der findes et utal af trigonometriske formler, og selv lommeregneren har undertiden svart ved
at reducere trigonometriske udtryk og lese trigonometriske ligninger.
Det er ikke pensum, at benytte alle disse formler, sa det folgende afsnit er kun til orientering.

4.5.4. Relationer mellem trigonometriske funktioner

Grundrelation mellem sin og cos

—  (cosx
Vektoren OP =( , j pé figur 4.5 har lzengden 1, dvs der geelder (sinx)” +(cosx) =1
sinx

Denne “grundrelation” mellem cos og sin skrives ogsa sin® x +cos” x=1

Overgangsformeler

Ud fra enhedscirklen kan man som allerede vist pa figur 4.5 ved symmetribetragtninger let indse de sakaldte
overgangsformler.

sin(z — x) =sinx ,cos(r—x)=.cosx  sin(—x)=-sinx, cos(—x) =cosx

. . z . e
sin(x + ) = —sinx cos(7+x) =—cosx COS(? - ) =sinx, sm((z - xj =cosx

og mange flere.

Additionsformler

Nogle af de vigtigste formler i trigonometrien er de sakaldte additionsformeler, som her angives uden bevis:
cos(x+y) =cosx-cosy—sinx-siny (1)
sin(x + y) = sinx-cos y +cosx-sin y 2)

Ud fra disse kan man ved eksempelvis at erstatte y med -y eller y med x fa andre nyttige formler frem.
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4. Standardfunktioner

Er disse ikke tilstraekkelige nr man har brug for at omforme et trigonometrisk udtryk , kan man eventuelt finde den
nedvendige formel i en storre matematisk formelsamling.

Sadanne omformninger af udtryk hvori der forekommer trigonometriske funktioner kan vaere meget komplicerede.
Det er derfor, at eksempelvis TI 89 har nogle specielle ordrer (F2\Trig\ tExpand (evt. tCollect) som man ofte med
fordel kan benytte.

Arcusfunktioner. Da man jo let kan tro, at sin"! x =

(hvad det ikke er) , kan man mede skrivemaden

S x

“Arcus” . Arccosx =cos | x , Arcsinx =sin~ ! x og Arctan x = tan” | x

! 1
Forstavelsen "arcus" (bue, vinkel) kommer af, at f.eks. Arc sz er den vinkel, hvis sinus er E

4.4.5. Svingninger

I mange anvendelser har man brug for funktioner der er periodiske.

Ved vekselstrom svinger spandingen frem og tilbage, og “faseforskudt” men med samme
frekvens svinger strommen, et pendul svinger frem og tilbage , pd grund af tidevandet varierer
vanddybden periodisk, osv.

Eksempel 4.8. Vekselstrom

Lad os betragte en tradspole som drejer rundt i et . Aot
magnetfelt.

\
\

Herved induceres en vekselspending mellem tradrullens endepunkter pA E(¢) = 4-sin(wt),
hvor t er tiden , A kaldes amplituden og w kaldes vinkelfrekvensen eller fasen.

Forbindes nu denne vekselspending til et kredsleb
med en spole med en selvinduktion L som pa figur 4.6
vil det vise sig, at den frembragte vekselstrom i vere
givet ved

E(1)

Q

N
= E-sm(a)t — (0) ,hvor impedansen Z=L-® og

faseforskydningen ¢ =§ . w\ﬂ—

L

Fig 4.6 L- kredslob
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4.5 Trigonometriske funktioner

Tilsvarende kan man vise, at forbindes vekselspandingen med en kondensator med kapacitet C

er impedansen Z = og faseforskydningen ¢= —% .

-

R

‘JWW—

Néar man danner et kredsleb eksempelvis som pa figur
4.7, hvor en modstand , en kondensator og en spole er
sat 1 serie, sa vil der en vekselstrom £ __C
E(t) = Asin(w-t) vil den frembragte vekselstrom i veere

. A .
givet ved iZE-Sln(a}-t—go)

diin

L

Fig 4.7 RCL - kredslob

Amplitude , frekvens , svingningstid, belgelaengde

Som det ses af eksempel 4.8 optreeder ofte svingninger af typen f(¢) = A-sin(at + @)

Vivil derfor undersege hvilken betydning amplituden A, vinkelfrekvensen o og faseforskyd-
ningen ¢ har for svingningerne ved at undersege hvad der sker med grafen for en svingning, nar

man @ndrer A, ® og ¢ .

1) En svingning med amplituden A svinger mellem -A og +A.
Pa figur 4.8 er tegnet funktionerne f'(#) =2sin¢ med amplituden 2, g(¢)=sin(z) med

1 1
amplituden 1 og A(¢) = 3 sin ¢t med amplituden )

3sin(1)

-r - 0 V4 2z

Fig 4.8. Svingninger med amplituderne 3, 1 og >
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4. Standardfunktioner

2
2) En svingning med vinkelfrekvens @ har en periode (kaldet svingningstid) pa 7 = il
0]

Begrundelse: f'(¢) =sinz har perioden 27, dvs grafen foretager en hel svingning (én “belge”) nar ¢ varierer
mellem¢t=0o0gt= 27 .

Funktionen g(¢) = sin(at + ¢) vil derfor tilsvarende foretage en hel svingning nér wt + ¢ varierer mellem 0 og
2r.

2
Da ot +p=01= _2 og wt+e=2rt= z_ 9 er afstanden mellem de to punkter 7 = 2 som
@ 0 o 1)
derfor er perioden (svingningstiden). ‘

Pé figur 4.9 er tegnet funktionerne f(¢) = sin 3¢ med svingningstiden 2?7[ , g(t)=sin(t) med

svingningstiden 2z og A(?) = sm(a t) med svingningstiden4r .

by

A ANANAN

VAR SR N i

Fig 4.9. Bla kurve:sin(3¢) , red kurve: sin(¢), sort kurve sin(#/2)

3) Faseforforskydning ¢ :
Sammenlignes grafen for f(¢) = Asin(@-¢ + ¢) med grafen for g(¢) = Asin(w-¢) ses, at de
har samme amplitude og samme svingningstid (periode)

Idet g(0) = 0 og f (—Ej =0ses, at tallet— 2 angiver det stykke grafen for g skal
@ @

parallelforskydes i x-aksens retning for at ga over i grafen for f.

4) Frekvens f.
Ved frekvensen f forstds antallet af svingninger pr sekund. Da svingningstiden er det antal

N . 1 o
sekunder det tager at udfere en svingning, sd er f = - .Frekvens méles i Hertz (1 Hz=1s™).

En lyd péa 440 Hertz = 440 svingninger pr sekund er eksempelvis kammertonen A.

5) Bolgelengde
Betragter vi igen lyden pa 440 Hertz, og antager, at lydens udbredelseshastighed er 330 m/s,

330
sa vil 440 Hertz “fylde” 330 m. 1 svingning vil derfor “fylde” 40 =0.75m. Man siger sa,

at belgelengden er 75 cm.
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4.5 Trigonometriske funktioner

Et andet eksempel er radiobelger, som i FM-omrédet er ca. 100 mHz (megahertz) =10% s~

Da radiobelger udbreder sig med lysets hast ca. 300000 km/s = 3-10%my/s, er deres

3.10%
2 =3m
10

belgelengde

Eksempel 4.8 Temperatursvingninger
Temperaturen y (i Celcius) pa et bestemt sted varierer efter folgende ligning

y=15+16- sin((% xj , hvor x er antal dage regnet fra 1 april, og aret for nemheds skyld antages

at have 12 maneder pa hver 30 dage.
a) Angiv svingningstiden T
b) Tegn pd lommeregneren grafen i et periodeinterval.
b) Angiv temperaturen 1 januar og 1 maj
c) Angiv arets middeltemperatur, samt hgjeste og laveste temperatur
d) Angiv de dage hvor temperaturen er hgjest.
Losning:
a) T= 27 _ 360dage
@

b) Perioden er 360, sa kurven tegnes i intervaller[0; 360]

Ay

-1 360

T

b) 1 januar: x =270.
Temperatur =15+16- sin((z—ﬁ 270) =15+16- sin((3—ﬁ) =-1°
360 2 —
eller pd tegning velg F5: Value, x=270
1 maj: x =30. Temperatur =15+16- sin((% 30) =15+16- sin((%j =23°

¢) Middeltemperatur 15°, Hojeste temperatur 15+14=31°. Laveste temperatur -1°

2 2 . .o
d) 31=15+16- sin((—” xj =S sin((—” xj —le L x=Sox=9 Hojeste temperatur 1 juli
360 360 180 2

eller pa tegning veelg F5: maximum. Lower Bound = 0, Upper Bound : 360
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4. Standardfunktioner

Opgaver til kapitel 4

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

En funktion er bestemt ved f(x) = x> —8x+7

a) Find koordinaterne til parablens skeringspunkt med de to koordinatakser.
b) Find toppunktets koordinater
c¢) Tegn parablen.

En funktion er bestemt ved f(x) = —x% +3x+4

a) Find koordinaterne til parablens skaringspunkt med de to koordinatakser.
b) Find toppunktets koordinater
c) Tegn parablen.

Funktionerne f og g er bestemt ved
fx)=x+1 g(x)=x>-2x+1
Find skaeringspunkterne mellem de to grafer.

En tende (se figuren) skal have rumfanget V =10 m’.
Endvidere skal den have hgjden h =2 m og endefladernes radier skal
vaere r= 1 m. Radius pé tendens bredeste sted kaldes R

h
Det oplyses, at V:E(SR2 +4-r-R+3r2)-7z

Beregn R i meter med 3 betydende cifre.

Lad der veere givet polynomiet f(x)=x*-x>—4x> +x+6
Find polynomiets redder, og skitser grafen for funktionen.

4.6. Los ligningen x°® +2x> —15x=0

4.7.

4.8

4.9.

4.10.

Los ligningen v2—x =—x
Los ligningen 16°7° +3-4772 = 448

Lad y=x“, hvorx >0 og a er en vilkérlig konstant.
Bestem a med 3 betydende cifre, nér det oplyses, at y ages med 10% nér x eges med 5%.

Lad y vaere den tid (i minutter) en professionel dykker kan opholde sig under vandet i en
dybde pa x m uden at fa dykkersyge.
Med tilnrmelse kan man vise, at der mellem x og y galder folgende sammenhang :

y=b-x" ,hvor a og b er konstanter.
Det oplyses, at i en dybde pd x = 14 m er y = 98 minutter og i en dybde pd x =22 m er
v =37 minutter.

a) Bestem konstanterne a og b med 4 betydende cifre.
b) Hvor leenge kan en dykker opholde sig pa 25 m uden risiko for dykkersyge?
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4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

Opgaver til kapitel 4

Etbelob pa 12000 kr skal indsattes 1 en bank. Man ensker, at belobet efter 6 terminer skal
veere steget til ca. 17000 kr. Hvor mange procent skal banken tilbyde i rente?

En ny bil koster 200000 kr. Vardien nedskrives hvert ar pa selvangivelsen med 18%.
Hvad er bilen nedskrevet til efter 10 ar.

Bornholms indbyggertal faldt fra 47800 1 1981 til 43500 1 2006.

Faldet er med tiln®ermelse gennem arene sker med en fast arlig procent p.

a) Find p

b) Hvis udviklingen fortsatter, hvad bliver s& indbyggertallet pd Bornholm i 2020.

Mengden af radioaktive isotoper aftager eksponentielt med tiden.

Mangden af en bestemt isotop er 5.00 g og den har en halveringstid pa 95 &r.
a) Hvor mange gram er der tilbage af isotopen efter 200 ar

b) Hvor mange ar vil der ga for mengden er nede pa 1 g.

Nar radioaktive straler sendes gennem en blyvag sker der en formindskelse af intensiteten
af strilingen.

Denne formindskelse er bestemt ved formlen bh=a-e © , hvor a er intensiteten for
passage af blyvaggen, b er intensiteten efter passage og x er tykkelsen af blyvaeggen malt
i mm.

For en bestemt type strdler forminsker en blyveg pd 15 mm intensiteten med 70%.

Hvor tyk skal en blyvag vare for at intensiteten forminskes med 90%.

1
Find samtlige lesninger til ligningen cos(2x) = 2 idet x males i radianer med 4 decimaler.

Pé grund af tidevandet @ndres vanddybden ved en mole .
I et bestemt dogn er vanddybden H mélt i meter bestemt ved

H=7+55in[%t—1), 0<r<24

hvor ¢ angiver antallet af timer efter middag. Til = 2.15, svarer altsa kl 14.09.
Bestem de to tidspunkter i det pdgaeldende degn, hvor vanddybden H er storst

En svingning er bestemt ved ligningen y = 3sin(4z-¢t+1)+2 , ¢ maéles i timer

a) Angiv amplitude, svingningstid og frekvens.

b) Bestem de tidspunkter i et periodeinterval, hvor y er storst og y er mindst, og angiv
vardien af'y 1 disse punkter.

c) Skitser grafen for svingningen 1 et periodeinterval
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5. Regression

S REGRESSION

5.1 Indledning
I dette kapitel betragtes forseg, hvor man har mélt ssmmenherende verdier af to variable x og
y. Det folgende eksempel demonstrerer et sddant tilfelde.

Eksempel 5.1 Punkter ligger tilnzermelsesvis pa ret linie

I et spinderi udtrykkes garnets kvalitet bl.a. ved en norm for den forventede trekstyrke.
Kvaliteten anses sdledes for at vaere i orden, hvis middeltraekstyrken mindst er lig med 10
maleenheder (me).

Ved uldgarn opfylder garnets naturlige traekstyrke ikke det naevnte kvalitetskrav, hvorfor der
tilsaettes en vis mangde kunstfibre, hvilket foreger treekstyrken. Herved sker der dog det, at andre
kvalitetsegenskaber, sdsom elasticitet og isoleringsevne, forringes. Man har eksperimenteret med
forskellige tilsatte meengder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse forskellige
mangder. Herved fremkom felgende observationsmateriale:

Mzngde x (i gram) af | 40 | 50 | 55 [60 |70 (75|80 (8590 [ 95 [100{105|110|120| 130
kunstfibre pr kg uld

Traekstyrke (me): Y|4.5[6.5|5.4(7.0(8.218.0(7.118.9(8.2110.3|9.6 [10.8[10.5(11.2| 12.0

Maengden af kunstfibre x er blevet bestemt pd forhand (har fiet ganske bestemte verdier).
Trekstyrken Y synes derimod udover mangden af kunstfibre ogsd at vaere pavirket af andre
ukendte og ukontrollable “stejfaktorer”.

Afszttes de malte punktpar (x,,),) 1 et koordinatsystem for at fa et overblik over forlabet, fas

folgende tegning:
Plot of styrke vs kunstfibre

1257 ‘ ‘ ‘ ‘ &
10,5 . e .

R
5 85- .

~—
17} r . |
6,5 - o ]
4,5 k¢ \ \ \ \ .
40 60 80 100 120 140

kunstfibre
Figur 5.1 Plot af datapunkter

| TI89 fas tegningen pa folgende made:

Tryk pa APPS , veelg STAT/LIST , Indtast data i list1 (x-vaerdier) og list2 (y-vaerdier)

F2: Plots \ Plot Setup \ Define

Behold Scatter og Box, indsaet list1 og list2 (Vaelg VAR LINK og veelg listenavne herfra) \ENTER, ENTER,

F5 ¢
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5.2 Linear model

Selv om punkterne ikke ligger eksakt pa en ret linie, synes det rimeligt at antage, at afvigelserne
fra en ret linie kan forklares ved den tilfzldige variation (stgjen).

Derfor er det nrliggende at antage, at i middel vil y kunne skrives som en lineer funktion af x,
dvs. yv=ax+b. (1)

Da et punktpar (x,,y,) ikke ligger eksakt pa linien geelder derfor, at y; =a-x; +b+¢; , hvor

¢ kaldes den 1’te residual.

5.2. Linezer model

Man seger altid den simplest mulige model, der kan beskrive de fundne data..

Da man har 15 punktpar, sa vil et polynomium af fjortende grad ga igennem alle punkter.
Umiddelbart skulle man méaske tro, at det ville vaere en bedre model. Dette er imidlertid ikke
tilfeeldet, da Y - vaerdierne jo er resultater af forseg der er pavirket af ukontrollable stojkilder.
Polynomiets koefficienter vil derfor afspejle disse tilfzeldige udsving, og det giver derfor en
ganske meningsles model. Endvidere er modellen alt for matematisk kompliceret til at kunne
bruges i praksis.

Vi vil i dette kapitel kun betragte modeller, som er “lineare” med hensyn til parametrene.

Et polynomium af 2. grad y = a + bx + cx” er sdledes linezr i de 3 parametre a, b og ¢ (selv om
grafen naturligvis ikke er en ret linie).

Som et eksempel pa en model der ikke er liner i parametrene kan nevnes y = a + bx°.

Vivil endvidere begranse os til at betragte det ved anvendelserne meget ofte forekomne tilfaelde,
hvor modellen er linear i 2 parametre.

Som eksempler herpé kan nevnes

(1) y=a+bx og

) Iny=a+b-Inx

En ligning, der som (1) eller (2) beskriver en sddan linezer model kaldes en regressionsligning
og koefficienterne a og b kaldes for regressionskoefficienterne

5.3. Bestemmelse af regressionsligning

Pé basis af en raekke sammenherende vardier af x og y bestemmes regressionskoefficienterne
a og b ved “ mindste kvadraters metode®.

Metoden beskrives i det folgende (urealistisk) lille taleksempel.
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5. Regression

Eksempel 5.2. Beskrivelse af mindste kvadraters metode.
I et medicinsk forseg males pa en forsegsperson sammenherende verdier af en bestemt medicin

i blodet (x 1 %) og reaktionstiden y.
Resultaterne var:

x|1]2]3] 6|8
y 21149 |7

a) Forklar hvad der menes med residual
b) Beskriv “mindste kvadraters metode

’ '
a) Residual. Ved et punkts residual til Residual r 4\ i
|

en linie forstas den “lodrette” afstand
fra punktet til linien (se tegningen).

Pé figur 5.2 er afsat de 5 punkter, og
indtegnet en ret linie.

N

|
!
°
2 3 4 5 6 7 8

Figur 5.2 Residualer

b) Mindste Kvadraters metode. Regressionslinien y =ax+5b bestemmes som den af alle
mulige rette linier, for hvilket summen af kvadratet af residualerne til linien er mindst.
I eksempel 5.2 er kvadratsummen 7> + 7, +7{ +7 + 15 .

Losningen af dette optimeringsproblem resulterer i losning af et ligningssystem til
bestemmelse af regressionskoefficienterne
Losning af et sddant ligningssystem sker lettest ved hjelp af sdkaldt matrixregning

5.4. Vurdering af om model beskriver data godt.

Det er altid muligt ved mindste kvadraters metode at finde en sddan “mindste kvadraters linie”.
Det er den af alle rette linier, der har den mindste kvadratsum af residualerne, men det betyder
ikke nedvendigvis, at linien s& ogsa er en rimelig model, som kan anvendes til at beskrive
sammenhaengen.

Til vurdering heraf benytter man dels at se pa en tegning, dels at se pa sterrelsen af
“forklaringsgraden r* ” eller “korrelationskoefficienten r”

a) Tegning.
Til vurdering af dette tegnes linien i et koordinatsystem sammen med punkterne. Hvis den
lineeere model skal beskrive dataene godt, skal punkterne fordeler sig “tilfeldigt” omkring

linien.

76



5.4 Vurdering af om model beskriver data godt

Da det ofte kan vaere sveaert at se dette pa en lille tegning, er det ofte mere overskueligt at tegne
residualerne 1 stedet for list2. Residualerne ber naturligvis fordele sig tilfeldigt omkring en
vandret linie.

b) Korrelationskoefficient r og forklaringsgrad r?
Samtidig skal punkterne naturligvis ligge “teet”pa linien. Til en talmaessig vurdering heraf

udregnes korrelationskoefficienten r og forklaringsgraden 7.

Korrelationskoefficienten er et tal mellem -1 og 1, dvs. —1<r <1

Hvis y er uathengig af x (eksempelvis hvis x var 5 personers reaktionstid og y var deres hgjde)
vil punkterne fordele sig helt tilfaeldigt uden noget system, ogr = 0 .

Hvis derimod y er afthengig af x vil regressionslinien have en haldning forskellig fra nul.
Hvis haldningen er positiv, vil » >0 og hvis haldningen er negativ vil » <0.

Endvidere gelder, at hvis punkterne ligger taet ved regressionslinien er |r| ~ 1

I stedet for korrelationskoefficienten anvendes ofte forklaringsgraden 72, og man siger s ,

at den fundne model “forklarer “ % - 100% af den “totale variation”

Anskuelig forklaring pa forklaringsgrad:

Residualerne til den fundne regressionslinie y = 0.6 + 1.0 x:

r=2-(06+1-1)= 04,7, = 1- (06+1-2) = = 16,7, = 4- (06+ 1-3)= 04,7, = 9— (0.6+ 1-6) = 24,1, = 7- (0.6+ 1-8) = 04.
SAK st =77+ 15 4ot 70 = 047+ (-16)7 + 047 + 247 +.(-16)> = 112

Hvis y er uathaengig af x (eksempelvis hvis x var 5 personers reaktionstid og y var deres hgjde) vil punkterne

fordele sig helt tilfaeldigt uden noget system. Regressionslinien vil da blive en vandret linie med ligningeny =y

(gennemsnittet af y-vaerdierne).

I eksempel 5.2 er y = w = % =46

Residualerne til denne vandrette linie er

n=2-46=-26 ,r,=1-46=-36,r; =4-46=-06, r, =9-4.6=44, ry=7-46=24
r,=9-(06+1-6)=24,r,=7-(06+1-8)=04.

SAK i =1 +75 +... 478 = (2,67 +(=3.6)> +(—0.6)> +447+.(24)? =452

SAK .
Vi definerer nu forklaringsgraden r* =1— residual
SAKtotal
Hvis y er uathengig af x vil SAK ., * SAK, ogdermedat 7* = 0.

Hvis derimod y er athengig af x vil regressionslinien have en haldning forskellig fra nul. Det betyder igen at

SAKresidual << SAK 0og dermed at }"2 ~ 1.

total > A ?
Man siger ogsa, at den fundne model “forklarer * SAK j |
72 .100% af den “totale variation” L T el 1 I
! SA l<1nl;w\
|
De enkelte SAK-starrelser kan anskueligt ses pé figur o :
5.3. !
I
[ J |
|
. I
1 1 1 ] | | 1 ]
T l2 T I ! ’

Figur 5.3. S4K - storrelser
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5. Regression

Saedvanligvis finder man, at den fundne model pa tilfredsstillende méde beskriver data, hvis
forklaringsgraden er pa over 70% samtidig med, at tegningen viser, at punkterne fordeler sig
tilfeldigt omkring den fundne regressionskurve.

At man ikke alene kan stole pa forklaringsgraden illustreres ved folgende eksempel.

Eksempel 5.3 .Grafisk vurdering af model.
De folgende 4 figurer afspejler forskellige muligheder.

Plot of Fitted Model )
Plot of Fitted Model
12,5 F 1
i s .
10,5] 1 48
() r L
A2 i 38F
= M 1 28
wn r C
6.5} . 18 F
i . ] 8
4,5 b ‘ ‘ \ \ A F
40 60 80 100 120 140 2 H :
0 2 4 6 8
kunstfibre X
4 . — 2 __
Flgur 54a: r=0959 r°=91.9% Figur 5.4b: r=0962 r 2 =92 6%
Plot of Fitted Model Plot of Fitted Model
6F . ‘ ‘ ‘ s 0 ‘ ‘ B
st . ] 0k T e, o ]
4t C oF L
> 3¢ / ] 0 - . .
28 o i Ny ]
Lk 3 0 :
0k ‘ ‘ ‘ 4 0 ;‘ ) ) ) =
0 4 8 12 16 0 4 8 12 16
X X
Figur S.4c: r =0278  r?*=7.73% Figur 5.4d: r=0.229 r’=524%

I figur 5.4a synes den lineere model at kunne beskrive dataene godt, idet punkterne fordeler sig

tilfeldigt omkring linien, og forklaringsgraden 7= 91.9% er hej.

I figur 5.4b er forklaringsgraden ogsa hej, og punkterne ligger da ogsa taet ved linien. Imidlertid
ligger punkterne ikke tilfeldigt omkring linien. Yderpunkterne ligger over og de midterste
punkter under linien, sa det er neppe rimeligt at anvende en ret linie som model. I stedet kunne
man overveje en eksponentialfunktion eller et andengradspolynomium.

I figur 5.4c er der naeppe nogen relation mellem x og y. Er x og y uathangige (ingen relation
mellem x og y) vil punkterne fordele sig tilfeldigt omkring gennemsnitslinien y =y, og

forklaringsgraden vere 0. Vi ser, at regressionslinien er nasten vandret, og forklaringsgraden
ringe.
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5.5 Eksempler pa linear regression

I figur 5.4d er forklaringsgraden ogsa lille, men alligevel mé vi antage at der er en sammenhang
mellem x og y. Den er blot ikke linear, men muligvis en parabel.
| 4

Outliers. Hvis en enkelt eller to malinger afviger kraftigt fra den almindelige tendens kan det
skyldes fejlmalinger. Da sadanne punkter i uheldige tilfeelde pa grund af et stort bidrag til
residualsummen kan fa regressionslinien til at dreje er det vigtigt at undersege pa en figur om
sddanne punkter findes. Det er dog klart, at man ikke blot kan stryge sddanne “ubehagelige”
punkter. Det ma kun ske, hvis man er sikker pa, at punktet skyldes en fejl af en eller anden art
ved mélingen.

Ekstrapolation. Selv om modellen synes pa tilfredsstillende made at beskrive data, sa er det jo
faktisk kun sikkert indenfor méleomradet. Man skal vere yderst forsigtig med at ekstrapolere,
dvs. pa basis af modellen for x - veerdier udenfor maleomradet beregne hvad y er.

Arsagssammenhzng.

Selv om man finder, at der er en sammenh@ng mellem x og y, er det ikke sikkert, at der er en
arsagssammenhang.

Der findes en god korrelation mellem antallet af storke i Senderjylland i 1930-erne og antallet
af bernefadsler (de faldt begge 1 samme takt), men det ene er nok ikke &rsagen til det andet.
Man kender det ogsa fra sammenhangen mellem kraeft og tobaksrygning, hvor der i mange ér
var en diskussion om der ene bevirkede det andet, eller om det var en hel tredie faktor, der fik
antallet af lungekraeft til at stige.

5.5 Eksempler pa linezer regression regnet med TI89

Da man altid vil foretreekke den simplest mulige model, er modellen y = ax + 5 altid den, man
starter med at anvende.

Hvis man ser, at punkterne ikke ligger tilfaldigt omkring linien, men dog synes at folge en krum
kurve, s ma man anvende en anden model.

TI 89 tilbyder en raekke modeller, bl.a. folgende

(1) LinReg = forstegradspolynomium y =a+bx eller y=ax+b

(2) PowerReg = potensfunktionen y = ax®

Funktionen omskrives ud fra logaritmereglerne automatisk til In y = Ina +b - In x somer linezr hvis man

erstatter y med In y og x med In x
(3) ExpReg = eksponentialfunktionen y =a-b*
Funktionen omskrives ud fra logaritmereglerne automatisk til In y = Ina + x - In b som er linezr hvis man
erstatter y med In y
(4) InReg = logaritmefunktionen y =a+b-In(x)
Funktionen er linezr hvis man erstatter x med In x

QuadReg = andengradspolynomiet y = ax® +bx+c
CubicReg = trediegradspolynomiet y = ax® +bx? +cx+d

QuartReg er fjerdegradspolynomiet y = ax* +bx* + ex? +dx+e
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5. Regression

Generelt gelder, at man sa vidt mulig foretreekker modeller som (1), (2), (3) og (4), da de kun
indeholder 2 parametre a og b, og dermed er de mest stabile (set fra et statistisk synspunkt).
Vivil i det folgende give eksempler pé nogle af disse modeller.

Eksempel 5.4 (= eksemple 4.1) Ferstegradspolynomium

Tilsztning af en vis mangde kunstfibre foreger et garns traeekstyrke. Man har eksperimenteret
med forskellige tilsatte mangder kunstfibre x og registreret garnets treekstyrke y ved disse
forskellige mangder. Herved fremkom folgende observationsmateriale:

Mzngde x (i gram) af | 40 [ 50 (55|60 |70 | 75|80 [85]90| 95 [100( 105|110 |120 | 130
kunstfibre pr kg uld

Trekstyrke : y  [4.5]16.5(5.4]|7.0(8.218.0|7.1|8.9]8.2(10.3|9.6 [10.8(10.5(11.2| 12.0

Benyt TI89 til at foretage de enskede beregninger.

a) Giv en vurdering af, om en ret linie giver en rimelig god beskrivelse af de givne data.
b) Opskriv regressionsligningen.

c¢) Find den til x = 100 svarende verdi y,,, for y

d) Angiv et “usikkerhedsinterval” hvor den “sande” middelverdi af y,,, finder sig med 95% sandsynlighed.
Lesning:

a) APPS P> STAT/LIST P> Indtast data i list1 (x-veerdier) og list2 (y-veerdier) > F4: Calc P>

3. Regressions P> 1:linReg(a+bx) P> x-list P Var Link, “list1" P> y-list » Var Link, “list2"
P StoreReqn to: y1(x) » ENTER,

Afudskriften fas 7% =0.9193
Da en lommeregners display er meget lille, fir man bedst indtryk af punkternes placering, hvis
man enten
1) ser pa fortegn (og sterrelse) af residualerne
Til hejre for liste 6 findes en kolonne “resid” hvor residualerne er beregnet.
Man far fortegnene -+ -+++-+-+-+---
Da forklaringsgraden er hgj og punkterne ligger tilfeeldigt pa hver sin side af linien (ses af
at fortegnene skifter) ma den rette linie give en god beskrivelse af data.
eller

2) tegner et residualplot
F2: Plots, P> 1: Plot Setup P> F1: Define P> Behold Scatter og Box P> indsaet list1 ,0g RESID (findes
under VAR-LInk i “folderen STATVARS ) > ENTER P> ENTER P> HOME
P Windows P> szt xmin til 40, xmax til 130, Y min til -2 og ymax til 2 P> Y= og slet alle andre
markeringer end Plot1 P> GRAPH
Hvad man saetter graenserne til afhaenger naturligvis af residualernes starrelse

Det ses, at punkterne ligger tilfaeldigt omkring den vandrette linie
Konklusion: Da forklaringsgraden er tet pa 1 og punkterne ligger tilfeldigt om linien , er
den linezre model acceptabel.
b) Af den ovennavnte udskrift ses regressionskoefficienterne a = 1.8087 og b = 0.0799 og
dermed er ligningen y = 1.8087+0.0799x
Ligningen kan ogsa findes ved Y=P y1(x)
¢) Kopier ligningen fra Y= y1(x) til HOME og indset x = 100.
Resultat y,,, = 9.7584
f) 95% usikkerhedsinterval for y svarende til x = 100:

F7\7: LinRegTint\ udfyld menu, herunder szt Interval=Response og x Value = 100
ENTER ENTER

Resultat y_hat =y,,, = 9.7584 og C int: [9.37;10.22 ¢
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5.5 Eksempler pa linear regression

Eksempel 5.5 Potensmodel
Nedenstaende tabel angiver hvor mange minutter en professionel dykker kan opholde sig pé en
bestemt dybde, for der er en risiko for dykkersyge.

dybde i meter x | 10 12 14 16 18 20 22 25

antal minuttery | 219 [ 147 [98 |72 56 45 37 29

Det formodes, at y er en potensfunktion af x.
a) Begrund, at formodningen er rimelig
b) Angiv ligningen for den fundne model
¢) Hvor leenge kan en dykker opholde sig i en dybde pa 30 m uden risiko for dykkersyge
Lesning:
1) APPS P> STAT/LIST P> Data indtastes i list1(x- veerdier) og list 2(y-vaerdier) P
F4: Calc P 3:Regressions ® 9:PowerReg P Udfylder lister » StoreReqn to: y1(x), ENTER,

Af udskriften fas 7 =0.9979.

Vis ser pa residualernes fortegn (og sterrelse)

Til hejre for liste 6 findes en kolonne “resid” hvor residualerne er beregnet.

Man fér fortegnene ++----+ +

Da punkterne ligger over linien i begyndelsen og til sidst men under i midten er det tydeligt,
at modellen ikke egner sig til ekstrapolation ud over intervallet fra 10 til 35.

Da forklaringsgraden er meget hoj, ligger punkterne taet pa kurven, sd modellen er rimelig
indenfor maleomrédet.

Tegnes et residualplot fis samme konklusion.

2) Af udskriften fas »=3642157 x*
3) Formlen kopieres fra “Y=""ned i “Home”, og x = 30 indsattes.
y=184 minutter

4

Eksempel 5.6 Valg mellem linecer og eksponentiel model

I et forsog undersogtes et ventilationsanlaegs effektivitet. Malingerne foretoges ved at fylde et
lokale med gas og vente til koncentrationen var stabil. Herefter startedes ventilationsanlegget
og gaskoncentrationen C, méltes til forskellige tidspunkter t.

Folgende resultater fandtes:

t (min. efter anleggets start) [2.67[4.5916.75( 7.67 [11.34[14.34(16.25(18.25(23.09

C [ppm] 34 128 [ 26 | 22 16 14 12 10 8

Folgende 2 modeller for funktioner overvejes:
Model I (linezrt henfald): C=a+b-t

Model2 (eksponentielt henfald): C=a- e

1) Vurder hvilken model der er bedst
2) Opskriv regressionsligningen for den model du finder bedst, og beregn pa basis af den verdi
af C, for hvilken t = 12 minutter.
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5. Regression

Lesning:
1) APPS, STAT/LIST hvorefter data indtastes i list1(t- veerdier) og list 2(C-veerdier)
F4: Calc, 3. Regressions, 1:linReg(a+bx), Udfylder lister,
Af udskriften fis umiddelbart 7> =0.9293
Vis ser pa residualernes fortegn (og sterrelse)
Til hejre for liste 6 findes en kolonne “resid” hvor residualerne er beregnet.
Man fér fortegnene +++----- +
Da punkterne ligger over linien i begyndelsen og til sidst men under i midten er det tydeligt,
at modellen ikke egner sig til ekstrapolation ud over maleomrédet
Da forklaringsgraden er hgj, ligger punkterne tet pd kurven, sd modellen er rimelig indenfor
maleomradet.
Tegnes et residualplot fis samme konklusion.
Vi gentager nu ovenstaende, idet vi nu vaelger ExpReg og valger y2(x)
F4: Calc, 3. Regressions, 8:ExpReg, Udfylder lister, StoreReqn to: y2(x), ENTER,

Af udskriften fis umiddelbart 7> =0.9883

Vis ser pa residualernes fortegn (og sterrelse)

Man far fortegnene +-+--+--+

Heraf fremgar,at punkterne ligger tilfeeldigt over og under kurven

Da forklaringsgraden er storst, og punkterne fordeler sig tilfeldigt omkring kurven giver den
eksponentielle funktion den bedste tilpasning.

2) Ved fra HOME at valge “Y=""kan man se, at modellen er C = 39.57- 093" eller
C=3957-"09 o € =3957.¢007201
t=100: C =36.80
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Opgaver til kapitel 5

Opgaver til kapitel 5

Opgave 5.1

Man enskede pé en hgjere uddannelse at undersege om der var en sammenhang mellem de point
eleverne fik ved en indledende preve i matematik, og de point de fik ved den afsluttende prove
1 matematik.

Resultaterne var

Student 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Indledende prove x | 39 43 21 64 57 47 28 75 34 52

Afsluttende prove y | 65 78 52 82 92 &9 73 98 56 75

a) Undersegg om der er rimeligt, at beskrive ovennavnte sammenhang ved en ret linie m.
(Tegn i et koordinatsystem savel punkterne som linien m samt beregn forklaringsgraden).

Idet det 1 det folgende antages, at linien m er et rimeligt udtryk for ovennevnte sammenhang

b) Find en ligning for regressionslinien m.

¢) Man forventer en positiv korrelation mellem x og y. Udtryk dette i ord, og undersgg om dette
er tilfeldet.

d) En elev har opnéet 50 point ved den indledende prove. Forudsig hvilket pointtal denne elev
, vil f ved den afsluttende prove.

e) Angiv det usikkerhedsinterval, som den sande middelvaerdi med 95% sikkerhed ligger
indenfor ved den afsluttende prove, for de elever, som ved den indledende prove har opnéet
50 point.

Opgave 5.2
Tabellen viser antallet af heste i Danmark i udvalgte ar
Arstal 1962 1963 1964

Antal heste | 99793 80767 | 64082

a) Bestem en ligning for regressionslinien
b) Tegn sével linien som punkterne i et koordinatsystem, og beregn forklaringsgraden
c¢) Er det fornuftigt at benytte denne model i &r 2000?

Det oplyses at antal heste 1 ar 2000 er 17400.
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5. Regression

Opgave 5.3
Man har undersagt hojden af et stort antal piger og beregnet middelhgjden (i cm) nér de er 2 ér,
ndr de er 3 &r osv. Resultatet fremgér af skemaet:

Alder| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Hojde| 89.2 [ 98.3 [104.9(112.0( 118.1|123.4| 131.3| 136.4| 142.5| 151.1| 155.4] 159.8

a) Underseog om der er rimeligt, at beskrive sammenhangen mellem alder og hejde ved en ret
linie.

b) Angiv i bekraftende fald en ligning for regressionslinien m.

Det forudsettes i det folgende, at m er et rimeligt udtryk for pigernes middelhgjde.

c) Hvad er den gennemsnitlige vaekst i pigernes hgjde pr. ar.

d) Giv et skon for middelverdien af pigernes hojde nér de er 14 &r.

e) Ville du finde det fornuftigt at benytte linien til at forudsige en 22-arig piges hejde?

Opgave 5.4
For en kemisk forbindelse har man en teori om, at “middeludbyttet y” (angivet 1 % enheder) er

tilneermelsesvis bestemt ved y =100-a-b’ hvor ¢ angiver reaktionstiden.
For at efterprove rigtigheden udferte man et forseg med folgende resultater

t[ 65182 (11.1]13.6(16.4]|18.5| 20.7 23.0 25.8 28.5 333
v]39.5(64.7165.6|72.988.0192.7 [ 92.5 95.9 96.3 98.3 99.2

a) Foretag en vurdering af, om modellen kan antages at gelde. (Vink: Omskriv ligningen til
100—y=a-b", og dan en tabel med 100 - y-vardierne)

Under foruds@tning af at modellen gzlder, skal man
b) opskrive ligningen for regressionskurven
c¢) finde middeludbyttet svarende til # = 20.

Opgave 5.5
Aktiviteten af radioaktive stoffer antages at vaere eksponentielt aftagende.
For et bestemt radioaktivt stof har man malt radioaktiviteten som en funktion af tiden

tid 7 (timer) 0 10 20 30 40 50 60 70

aktivitet y (becquerel) | 4350 | 3440 |[2640 |2130 |[1660 | 1310 (1020 | 810

a) Foretagen vurdering af, om modellen kan antages at vaere en eksponentielt aftagende funktion
aft,dvs. y=a-b'
b) Bestem en forskrift for denne funktion

c) Bestem halveringstiden for aktiviteten.
d) Hvor lang tid gér der fra den forste méling til middelaktiviteten er nede pa 500 becqerel.
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Opgaver til kapitel 5

Opgave 5.6.
Den effekt P (kWatt) som en bil mé yde for at overvinde luftmodstanden ved en given hastighed
v (km/t) er malt i en vindtunnel. Man fandt felgende sammenhang mellem v og P.

v 10 |30 60 90 120

P 0.01 {0.28 2.10 7.35 | 17.15

Det formodes, at P er en potensfunktion af v.

a) Begrund, at formodningen er rimelig

b) Angiv ligningen for den fundne model

c¢) Find den effekt der skal ydes ved en hastighed pa 100 km.

Opgave 5.7
Ved et forseg blev en luftart adiabatisk (dvs. under samme temperatur) komprimeret til

forskellige forudvalgte rumfang v, idet de tilsvarende vardier af trykket P maltes. Man

formodede pé forhand, at der geelder regressionsmodellen P =a- v’

Ved forspget fandtes folgende resultater:
v em? 100 150 | 200 | 250 [ 300 | 350 | 400 | 450 | 500 | 550 600

P kp/em* | 29.58 | 15.42 |11.67|7.48 [7.29 [3.90 | 3.63 [1.69 [2.95| 2.16 | 2.11

a) Begrund, at formodningen er rimelig
b) Angiv ligningen for den fundne model
c) Beregn hvor mange % trykket vil stige hvis rumfanget bliver halveret.

Opgave 5.8
Man har for en bestemt type tov mélt sammenh@ngen mellem tovets diameter og tovets
brudstyrke. Man fandt felgende resultater:

diameter imm) | 4| 5 | 6 | 7| 8 | 10| 12| 14 16 18 1 20 | 22 | 24| 26

Brudstyrke (i kg)|200] 350 | 550| 700{ 995 | 1500] 2200|3150 3950 [4650]5950|7050{8550] 9950

Man forventer, at brudstyrken y som funktion af diameteren x med tilnaermelse kan skrives ved
en funktion af formen y=5b-x"

a) Vurder ud fra tegning og forklaringsgrad om den n@vnte model er acceptabel.

I det folgende antages, at modellen kan anvendes.

b) Find ligningen for regressionskurven.

c) Bestem ud fra den fundne ligning, hvor mange gange storre brudstyrken bliver ( 1 middel),
hvis tovverkets diameter fordobles.
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5. Regression

Opgave 5.9

Man mener der er en sammenhaeng mellem en bilists alder og antallet af alvorlige feerdselsulyk-
ker, der skyldes for stor hastighed. Man har fra USA, hvor aldersgransen for erhvervelse af
korekort er 16 ar, folgende data indsamlet gennem en periode:

Alder x 16 |17 |18 [19 |20 [22]24)27|32(42|52 |57 (62|72

Antal fart-relaterede ulykker y (37 (32 (33 (34 (33 |31 (28(26]23[16(13 (10 (9 |7

Det fremgér klart, at antallet af ulykker falder med alderen.
a) Giv en vurdering af, om modellen : y = a+bx (antal ulykker aftager linesert med alderen)

pa rimelig made kan beskrive denne sammenhang

b) En trafikekspert mener, at modellen  y = a-¢”* (antal ulykker aftager eksponentielt med
alderen) giver en bedre beskrivelse af modellen. Har vedkommende ret?

c¢) Bestem ligningen for den model, du finder bedst.

d) Angiv ud fra ovennavnte ligning det forventede antal fart-relaterede ulykker som 50 - arige
i middel vil forarsage i den givne periode.

Opgave 5.10

Trykfaldet i et vandrer athanger af vandstremmen gennem roret.

I en model for stabejern med radius 100 mm er trykfaldet y en funktion af vandstremmen x
Tabellen viser ssmmenhegrende verdier af vandstrommen og trykfaldet.

Vandstrem x (liter pr sekund) 2 13 5 6 10 15

Trykfald y (cm vandsgjle pr m)[0.11 ]0.25 [0.71 |1.03 |2.93 |6.70

a) Undersog hvilken model af de 4 mest anvendte, der bedst beskriver trykfaldet som en funktion
af vandstremmen. (Vink: se pa tegning og forklaringsgrad)

b) Benytden valgte model til at bestemme middelveardien af trykfaldet i roret, nar vandstremmen
gennem det er 20 liter pr sekund.
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6.2 Graenseverdi og kontinuitet
6 Differentialregning

6.1 Indledning

Differentialregning har mange anvendelser. I et senere afsnit vises eksempler herpéa indenfor
optimering: f& den bedste (optimale) losning, der samtidig opfylder bestemte krav,

kinematik (bevegelseslare): begreber som hastighed og acceleration, og

okonomi: Sterst mulig avance indenfor givne rammer.

6.2. Graensevaerdi og kontinuitet
6.2.1. Graensevardi

Hvis en funktion f'(x) er vilkarligt taet pa et reelt tal a blot x er tilstreekkeligt taet pa x, siger vi,

at f'(x) har grensevardien a for x giende mod x, '

Vi skriver da

f(x)—>a for x—>x, eller lim f(x)=a (leseslimes af f(x) for x gdende mod x )
X=X

Eksempelvis skriver vi, at x> +1— 5 for x - 2 eller h_)f% f(x)=5

1 1
Granseovergang mod o« og —oo anvendes ogsa, f.eks. i 0 for x > og — o forx—0

Endvidere forekommer ensidige grenseovergange, f.eks.

1
— — oo for x = 0+ (x gér mod O fra hejre).
X

Seetning 6.1. Regning med grzensevaerdier
Hvis f(x) > a for x > x, og g(x)—>b for x — x,sa vil for x - x,

f)+gx)>a+b, f(x)—g(x)—>a-b f(x)-g(x)—>a-b, ffx; —>%(b¢0)
g(x
Seetningen anferes uden bevis.
Eksempel 6.1. Graenseovergang.
4x% +3x-2
Undersog % for x >0 og x >
-2x°+8
Lesning:
4x* +3x-2 _4-0°+3.0-2 1
5 - 5 =—— for x>0,
—-2x" +8 -2-07+8
3 2
2 _ v 2
4x +23x 2: X x _)4+0+0:_2 for x> o
—2x° +8 Y -2+0
x2
Ti89: F3:3 limit((4x"2+3x-2)/(-2x"2+8),x,0) Resultat -2 22

For bedre at kunne undersgge vanskeligere tilfelde eller bevise satninger om gransevardi, ma man erstatte ordene
"vilkarligt taet" og "tilstreekkeligt teet" med nedenstaende mere preecise definition:
f(x) har greensevaerdien a i punktet x, hvis der til ethvert interval J omkring a findes et “udprikket” interval I

omkring x, , s& det for alle x i I geelder, at ' (x) € J (et “udprikket” interval omkring x er et interval omkring

xo som ikke indeholder x)
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6. Differentialregning

6.2.2 Kontinuitet

Definition af kontinuitet. Lad f veere en funktion, der er defineret i et dbent interval
indeholdende x, . Hvis f(x)— f(xq) for x = x, siges fat vere kontinuertix .

Hvis definitionsmangden for f er et lukket interval [a ; b], siger fatvere Kkontinuert i
endepunktet a, blot der geelder f(x)— f(a)forx —>a+ .

Tilsvarende defineres kontinuitet i intervalendepunktet . Hvis f er kontinuert i hele sin
definitionsmangde, siger vi kort, at f* er kontinuert.

Intuitivt kan man ofte forestille sig kontinuerte funktioner som funktioner, hvis graf er "ubrudt".
P4 nedenstaende figur er vist nogle ikke-kontinuerte funktioners grafer.

e
_ A

» X

y
A

[

Xo
Regning med kontinuerte funktioner

Ved "sedvanlig regning" ( f+g. f—-g [ g i, L f (g(x))j med kontinuerte funktioner fas
g
atter kontinuerte funktioner, og da alle de funktioner vi vil omtale i det felgende er kontinuerte
1 deres definitionsmangde, vil ogsa enhver funktion, der ved "sa@dvanlig regning" kan dannes ud
fra disse funktioner, blive kontinuert i sin definitionsmangde.
Sx? +3x—1
Eksempelvis vil funktionen f(x)= % vaere kontinuert for x >1 og for x < 1.

6.3 Differentialkvotient.

Som et anskueligt indledende eksempel betragtes et legeme L, der bevager sig langs en ret linie.

Eksempel 6.2. Hastighed i et punkt
Indferes en x-akse (se figuren) er legemets position er bestemt ved dens afstand fra
begyndelsespunktet O.

A= AX B
X AS By
1, s

Lad legemet L til tidspunktet 7, vere i punktet A med x-verdien x, og til et senere tidspunkt ¢
vare i punktet B med x-veardien x.
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6.3. Differentialkvotient

x—xg Ax
t—ty At’

Den gennemsnitlige hastighed hvormed L beveger sig fra A til B erda v, =

hvor Ax=x-x, erdetstykke L har bevaget sig i tidsrummet Ar =¢—¢, .
For at bestemme den hastighed som legemet har i punktet A, s& ma man gere intervallet Az sé

lille som muligt. Man fores altsa til at betragte bmkeng for At gaende mod 0.
At

Lad os antage, at legemet L beveger sig langs x - aksen sdledes, at dens position til tiden 7 (malt
1
i sekunder) er bestemt ved x = 1 > +1 (malt i meter).

Der geelder da, at til tiden # =0 er L i punktet O med x =1, til#=1er L i A med x = 1,25 og til
t=2erL 1B medx=2.

Vi ser umiddelbart at hastigheden foreges som legemet bevager sig fra O til A til B (legemet
accelererer).
Problemet er nu at bestemme hastigheden 1 A.

For at finde hastigheden v i punktet A er vi derfor nu interesseret i at finde grensevardien

. Ax
_ lim —
V= At50 At -

5 1

5 2 2
x=2 —241-= 2=
Vihar: 2X-1"¢ 3 4_4 4 102-1_ 10abe=Dh 1,
At -1 r—1 r—1 4 -1 4 -1 4

Ax 1 1
Lader vinu At - 0,dvs. t > 1 vil —=—{+)—>—
At 4 2

Vi har folgelig fundet, at legemet L’s hastighed v i punktet A er v = 0,5 m/s.
| 4

Matematisk skriver man, at % — % for At > 0.
dx og dt kaldes differentialer og kan ofte i praksis ved anvendelser opfattes som “uendelig sma”
tilvaekster, 1 dette tilfeelde af henholdsvis vejlaengde og tid.

d—); kaldes derfor en differentialkvotient (kvotient mellem differentialer)

Definition af differentialkvotient
Da “kinematik” ikke er det eneste man kan anvende differentiation til, og der er tradition for, at
x-aksen er den vandrette akse, vil vi i det folgende i stedet betragte problemet i et x - y

koordinatsystem.
Med udgangspunkt i eksempel 6.2 vil vi nu se pé det generelle tilfelde.
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6. Differentialregning

Lad y = f(x) vare en funktion definereti et interval /, lad x, €/, oglad a vare et reelt tal.
Giver vi x en tilvaekst Ax ud fra x far y en tilvaekst Ay = f(x, + Ax)— f(x,) (se figur 6.2)

Ay _ f(x0+Ax)—f(x0)'

Ved differenskvotienten forstds broken E

Ax
Ay
Jxg+Ax)
B=(x+Ax flx, + Ax)
N
Ay %e}gb L
fx,) - T aﬂ%e(\
JX
> X

Xy Ax X, TAx
< >

A
Fig. 6.1 Sekanten har heeldningen Ef .

Definition af differentialkvotient og tangent. Funktioneny = f(x) siges at veere differentiabel

%:f(x0+?—f(xo) — f'(xq) for Ax > 0.

i x, med differentialkvotienten f'(x,), hvis

d
Differentialkvotienten f'(x) betegnes ogsd d_y ,idet man sd forudscetter x, .
X

Linien gennem (xo , f(x )) med heeldningskoefficienten f'(x) kaldes en tangent til grafen for

f
Tangenten har ifolge scetning 2.2 ligningen y— f(xy)=f"(xy) - (x—xy)

Er x, et endepunkt af intervallet /, foretages kun en ensidig gra@nseovergang.

Funktionen f siges at vaere differentiabel i intervallet 7, hvis den er differentiabel i ethvert punkt
af I.
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6.3. Differentialkvotient

Vi vil 1 det folgende eksempel anskueliggeore de centrale definitioner ved at igen at se pa
problemet i eksempel 6.1

Eksempel 6.2. (fortsettelse af eksempel 6.1)

. . : 1 . :
Vi betragter folgelig funktionen y=f (x)zzx2 +1 , og er interesseret 1 at finde

1 Ay
“veeksthastigheden” 41 o) Ay til x = 1.

lim Ay _ 1
Vi fandt i eksempel 9.1, at A,:I_?OE B E

1
Vi har folgelig fundet, at “vaksthastigheden 1 punktet A erE .

Matematisk siges, at vi i punktet 1 har differentieret funktionen f(x)= 1 x2+1, og fundet at

1

5

Geometrisk drejer linien gennem A og B over i en ret linie med heldningskoefficienten 0.5.
Denne linie kaldes tangenten til kurven med reringspunkt A = (1, % ).

1 1
Ligningen for tangenten bliver y —% = 5 (x-Hey= 5 x +%

d
differentialkvotienten d_y = %, eller £'(1)=
X
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6. Differentialregning

Satning 6.1 En differentiabel funktion er kontinuert.
Bevis: Lad der vere givet, at y = f(x) er differentiabel i X, dvs. Alim()% = f'(x,)
X—>
Viharnu lim Ay = lim (gij = lim (ﬁj lim(Ax) =f"(xy)-0=0
Ax—>0 Ax—>0\ Ax Ax—>0\ Ax/ Ax—0 0
DaAy = f(xy +Ax)— f(x,) fas lim Ay=0< lim f(xg+Ax) = f(x) =0 lim f(xo +Ax) = f(xy) , dvs. fer kontinuerti x, .

Den omvendte setning gaelder ikke, idet man godt kan have en kontinuert
funktion, som i enkelte punkter ikke er differentiabel. Dette er tilfeldet, T '
P\

hvis grafen har et “knak”. Et eksempel er funktionen f(x)= |x , hvis

graf (se figuren) har et kneek for x = 0, og derfor ikke er differentiabel 1 | >y
dette punkt.

6.4 Regneregler for differentialkvotienter
Det ses umiddelbart ud fra definitionen, at differentialkvotienten for
) f(x)=ax+b er f'(x)=a,
(da tangenten til en ret linie jo er funktionen selv med haldning )
2) f(x)=a er f'(x)=0 (da grafen er en vandret linie med haldningen 0)

I mere komplicerede tilfzelde m& man nok benytte et computerprogram som eksempelvis TI89.

For de, der er interesseret i en dybere forstaelse af differentialregning (udledning af formler osv.)
er det naturligvis nedvendigt at beherske disse formler.

SATNING 6.1 Differentiation af sum, differens, produkt og kvotient af differentiable
funktioner.
1) Lad f og g veere to funktioner, der er differentiable i x, og lad k vcere en konstant.
Sier f+g,f—gk-fogf-g differentiablei x og der geelder folgende regneregler:
la)  Sumregel: (f+g)'=/"+g". (/- =/"-¢g
1b)  Produktregel: (f-g)'=f'-g+f-g'
Ic) Konstant faktor settes udenfor: (k- 7)) =k- f’

’

1d) Brekregel: (ij = % Sorudsat g(x,)#0
8 g
Bevis:

Ladu= f(x) ogv=g(x) Vigivernuux tilveksten A x til xy+ Ax . Herved far u og v tilvaeksten Auog Av.

(se figur 6.1).
Dau og v er differentiable i xy er lim ﬂ=f'()€()) og lim . g'(xo)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
1) Lady=flx)tgx)=u +v
y fir nu en tilvekst y+ Ay=u+Au+v+Av
Indsaettes y=u+vfis u+v+Ay=u+Au+v+Av< Ay =Au+Av
Ved division med A x fas Ly _Au + % .

. Ay . Au . Av
Heraf fas lim —= lim —+ lim —= f"(xg)+ g'(xg)
Ax—>0Ax Ax—>0Ax Ax—0Ax 0 0
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6.4 Regneregler for differentialkvotienter

2) Bevises pad samme made som under punkt 1)
3) Lady=fix)-gx)=u -v
y farnuen tilvekst y+Ay=(u+Au)-(v+Av)=u-v+u-Av+v-Au+Au-Av
Indsaettes y=u-vfis u-v+Ay=u-v+tu-Av+v-Au+Au-Av&S Ay=u-Av+v:-Au+ Au-Av

Ved division med A x fas & = vﬂ + uﬂ + Auﬁ .
Ax Ax Ax Ax

Da u= f(x) er differentiabel er den ogsé kontinuert, dvs. Au— 0 for Ax— 0
Ay Av

. . Au . Av
Heraf fis llm —= lim v—+ Iim u—+0-—=g(xg)- /' (xp0)+ f(x0)- g’ (x
erat 1as Ax—>0Ax Ax—0 Ax Ax—>0 Ax Ax 8(x0)/"(x0) +/(x0)-&'(x0)

4 Lad y=L % (10
gx) v

Da v er differentiabel, er den ogsé kontinuert, dvs. v + A v er ogsa = 0 for tilstrackkelig smé verdier af |ad |
u+Au _ v-(u+Au)  v-u+v-Au)
V+Av  v-(v+Av) v (v+Av)

y far nu en tilvekst ¥+ Ay =

_utBuutAuou V-l -u-(vHAY)  veutv-Au)-vou—u-Av

v+ Av y_V-I-AV \ v-(v+Av) v-(v+Av)

Da v = g(x) er differentiabel er den ogsa kontinuert, dvs. Av—0 for Ax—0
Au Av du dv
A V.i—u-i Vui—u.i
& A Ax ,_ dx dX_ for Ax—>0 &

Ax v-(v+Av) v2

Seetning 6.2 Differentiation af en sammensat funktion
Lad y = f(u) og u= g(x) vere to funktioner, hvor g er differentiabel i x, og f er differentiabel i
uy = g(xg) .

’

Sd er den sammensatte funktion f(g(x)) differentiabeli x, og ( f(g(x, ))) = f'(g(xp))-g'(xy) eller

(“Man husker den ofte som “Ydre funktion” f differentieret gange “indre funktion” g differentieret).

Bevis skitse

Ay Ay A
Vi har vy
Ax  Au Ax

Da u er kontinuert, vil Au— 0 for Ax >0

Heraf fas , dvs. d_y = ﬂ : ﬂ ‘
dx du dx

Seetning 6.3 Differentiation af omvendt funktion:
Lad y = f(x) vere en funktion, der er monoton og differentiabel i et interval I. Hvis xo €1 og f(xp)#0,

sd er den omvendte funktion = differentiabel i yo = f(xy) , og der geelder

1Y oy . a_ 1
(f ) (o) = o eller kort: o &
dy

93



6. Differentialregning

Anskueligt bevisskitse
1 o : . . 1
Da y=ax+box=—y- u ses, at den omvendte funktion til f'(x) = ax + b har differentialkvotienten —
a’ a a

(dette kan ogsa let ses geometrisk ved spejling i vinkelhalveringslinien y = x).
Heraf folger, at tangenten til grafen for en funktion i et punkt, og tangenten til det tilsvarende punkt for den omvendte

funktion har reciprokke haeldningskoefficienter.

6.5. Differentiation af standardfunktionerne.

Ved en standardfunktion forstés de i de foregéende paragraffer omtalte funktioner potens-, eksponential-
logaritme- og trigonometriske funktioner.

Foalgende setning samler reglerne for, hvorledes disse funktioner differentieres.

Seetning 6.4. Differentiation af standardfunktoner.

f(x) x4 e a® In(ax) sin(ax) cos(ax)
f’(x) a.xa_l a.eax ax lna l a'COS(Clx) —a'Sil’l(ax)
X

e™, sin(ax) og cos(ax) er differentiable for alle veerdier af konstanten a og den variable x.

x“ ogln(ax) er differentiable hvor de er definerede.

Bevis:
Ifolge definitionen pa differentialkvotient for en funktion y= f(x) er denne differentiabel i et punkt x, med

differentialkvotienten f '(x) ,hvis differenskvotienten % = W - f'(x) for Ax—>0

Af hensyn til det folgende indses, at hvis f(x)=a-x er f'(x)=a ,da grafen for f er en ret linie med heeldning a

1) (ln(ax))' :%

’

Forst vises, at (ln x) = 1
X

Tangenten til grafen for e* i punktet (x, y) = (0,1) har haldningen 1.

Da In er den omvendte funktion af e” har grafen til y = In(x) i punktet (x, y) = (1,0) ogsé haldningen 1.
Vi ved derfor at y = In(x) er differentiabel i punktet x = 1 med differentialkvotienten 1

ﬁ:—ln(H—Ax)_lnl—)l for Ax >0

Ifolge definitionen pa differentialkvotient ved vi nu, at ™

—1 for Ax—>0

Daln1=0fas PA+A0)
Ax

In(1 + &)

Af hensyn til det folgende foretages en “omdebning”, idet vi satter 4 = Ax s& vi har -1 forh—>0

Vi danner nu differenskvotienten for funktionen y =Inx ud fra et fast valgt punkt x.

X+ Ax Ax Ax
ln[ ) ln(l + —) ln(l + —j
Ay In(x+Ax)—Inx _ x _ x 1 x

Ax Ax Ax Ax x Ax

X

94



6.5 Differentiation af standardfunktionerne

ln(l +g)
Ay X 1 ]Il(l + h)

Dah Ax 0 for Ax >0 h i ‘1' == —>1'1‘
a —7—> or - ar vi, at A 1 A p i p

! for Ax—0

X

X

'

Vi har dermed bevist at (ln x) = l
X

Da In(ax) =In(z) hvor u = ax kan vi benytte setning 6.2 om differentiation af en sammensat funktion.

(In(ax) = (ina) -(auy =+ a=—-a=1
u ax X
2) f)=e" flx)=a-e®
Forst vises, at (ex ) =e*
Vihar y=e® < x=Iny
. . . . 1 1
Ifolge saetning 6.3 om differentiation af omvendt funktion geelder da Z—y Bl et e*
X
dy y

’

Vi har dermed bevist, at (ex ) =er
Da ,ax _ ,u hvor u=ax kan vi benytte s@tning 6.2 om differentiation af en sammensat funktion.

, ,
(eax) :(e”) (au)' =e" -a=e" -a

’

X
(ax) =a* Ina da f(x)zax:(elna) = ¥Ina

3) fx)=x¢ f’(x):a-xa_1
a
Vihar f(x)=x¢ =(elnx) = nx =é", hvor u=a-Inx

Vi differentiere den sammensatte funktion y =e”, hvor u=a-Inx (se evt. s&tning 6.2)

b A, L, L e

dx du dx x X

Vi har

’

4) (sin(ax)) =a-cos(ax) .

sin(ax + Ax) — sin(axx)
Ax

Et formelt bevis er ret omfattende, da det kraever kendskab til en raekke trigonometriske formler.

Vi vil derfor ngjes med at benytte TI89 til at foretage greenseovergangen. For kortheds skyld omdebes Ax til z.
F3\limit((sin(a*x+z)-sin(a*x))/z,z,0) Resultat: a-cos(a - x)

Vi skal altsa vise, at

—a-cos(ax) for Ax—>0

5) (cos(ax))' =—a - sin(ax)

cos(ax + Ax) — cos(ax)x
Ax

Vi finder: F3\limit((cos(a*x+z)-cos(a*x))/z,z,0) Resultat: - a cos(a x) ‘

— —a-sinx for Ax >0

Vi skal vise, at

I folge setning 6.1 er alle funktioner, der fremkommer som en sum, differens, produkt eller
division af standardfunktioner differentiabel 1 de intervaller hvor de er defineret. Det samme
gelder ifolge satning 6.2 for funktioner der er sammensat af standardfunktioner.
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6. Differentialregning

Eksempel 6.3 Differentialkvotient (uden brug af hjalpemidler)
Ti 89 ma kun bruges til kontrol

1) Lad f(x)=3x"—x*+1.,
a) Find f'(x)
b) Beregn haldningskoefficienten for tangenten / til grafen for f med reringspunkt
P=(1,/(1)
c¢) Opskriv ligningen for tangenten /
Lesning:
Da) fr(x)=15¢*-2x,
b) f'()=15-2=13

©) f()=3-1+1=3 [y-3=13(x-1)< y=13x-10

Eksempel 6.4. Differentiation ved benyttelse af TI89

DLad f(x)=In> "% x>1 Find f'(x)
x+1

2)Lad f(x)= x2_3
e

a) Find f'(2)
b) Opskriv ligningen for tangenten / til grafen for f med reringspunkt P = (2, f(2).

,x>1

3) Lad f(x)= %c0s3 x Find f'(x)
8 f)=Y 6o < Find 7 (Z)
1—sinx 2
e’ -1 )
5) f(x)=— Find f"'(x)
e +
Lesning:
Ti89: Tryk pa “2nd d “(star over 8- tallet) og indtast funktionen.
2
1) dlin((x-1)/(x+1))) S OD=G D
2) a) d((x-3)/(x"2-1)x)| x=2 £'(2)=1/9
b) (x-3)/(x"2-1)| x=2 f(2)=-1/3
1 7 7 14 1 7 17
= =Z(x=2 =Ly "_= =Ly
© Y ( 3) g Sy =gy Ty e Y=gy
3) d(1/3*(cos(x))"3,X) £(x) = Z8in) - (cos(x))”

4) d((1+sin())(1-sin()x) [x = 7/4  f'(x) _6:42+8
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6.6 Hojere afledede, acceleration

1

2
2. (cosh(;c))

Da den fundne funktion ikke herer til pensum forsgges at omforme udtrykket ved at benytte
en af de funktioner der fremkommer nir man trykker pa F2.
2 2
* A ' — —
expand(1/(2*(cosh(x/2))*2)) f'(x) e+l (ef+ 1)2

5) d((eM(x)-1)/(e"x)+1),x) (%)=

Man kunne ogsé benytte have “comDemon”.

6.6. Hojere afledede, acceleration

Eksempel 6.5 (gentagelse af eksempel 6.1)

Lad et legeme L bevege sig langs x-aksen sdledes, at dens position til tiden # (mélt i sekunder)
1

er bestemt ved X = 2 t?+1 (malt 1 meter).

Til tiden =0 er L i punktet Amed x=1,tilf=1erLiBmedx=1.250gtilt=2erL1C med
x=2.
Vi ser umiddelbart at hastigheden foreges som legemet bevager sig fra A til B til C (legemet

dx 1
accelererer). Idet% = E-t fas, at hastigheden v i1 de tre punkter er henholdsvis v(0) = 0 m/s,

v(1)=0,5m/s og v(2) = 1 m/s.
Et udtryk for den gennemsnitlige hastighedsforegelse, der er sket ved at L beveeger sig fra B til

2)-v(1
Cerag, = % = 0,5 m/sec’
For at bestemme den hastighedsforegelse, der er sket i punktet B, kan vi beregne
a, = Av_v=vD) , hvor tidsrtummet Af er meget lille.

& At t—1
Av

Matematisk betyder det, at vi skal finde AltlgloA_t =v'()

av 1 . .
Da ?\; = Eer accelerationen a = 0.5 m/sec” i punktet B.

Iovrigt ses, at accelerationen 1 dette tilfzlde er konstant 0.5 for alle punkter.
Konklusionen er, at man finder accelerationen i et punkt ved at differentiere x(t) 2 gange.

Afledet funktion
Som det ses af eksempel 6.6 kan det ofte vaere nyttigt, at opfatte f'(x) som en funktion, som man

kan differentiere igen.
Man siger, at f'(x) er den “forste afledede”, og at f"(x) (den afledede af den afledede) er den

“anden afledede”.
Sadan kan man fortsaette med at finde “tredje afledede” osv.
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6. Differentialregning

Eksempel 6.5.Anden afledede

1) Find den anden afledede af funktionen f(x)=4- x3—7-x?

2) Find differentialkvotienten f"(2)

Losning:

) f'(x)=12-x* -14-x, f"(x)=24x-14

2) f"(2)=24-2-14=34

TI89: d(4*xA3-7"xA2,x,2) eller d( d(4*X 3-7*xA2,x),x) o
6.7. Funktionsundersegelse

Vi vil 1 naste afsnit se pd nogle anvendelser af differentialregning. Ved disse anvendelser

opstilles en funktion, hvor det seedvanligvis er specielle forhold ved funktionen, der er af saerlig
interesse. Eksempelvis er man méske kun interesseret i at finde en sterstevardi for funktionen.

Nér man skal undersoge en funktions egenskaber er det naturligvis en udmarket idé at fa

lommeregneren til at tegne dens graf. Derefter kan man finde tangenter, maksimum osv. direkte

uden at benytte differentialregning.

Nér det alligevel ikke er nok, skyldes det bl.a. folgende

1) Funktionen kan kun tegne grafen i et begreenset “vindue”. Det nytter ikke noget at man tegner
funktionen omkring begyndelsespunktet, hvis de interessante punkter ligger omkring punktet
(100,200). Derfor ma man ved beregning forst finde ud af hvor de interessante punkter er, og
overbevise alle om, at man ikke har overset noget vasentligt.

2) Ofte vil man ved anvendelser gerne have fundet et mere generelt udtryk, dvs. der vil indga
nogle konstanter a, b osv. i udtrykket. Man kan ikke tegne funktionen i sddanne tilfelde og
m4 derfor igen benytte eksempelvis differentialregning ved lesningen.

I de folgende eksempler gennemgés hvorledes man mest hensigtsmassigt kan lose nogle af de
oftest forekomne problemer.

Eksempel 6.6. Funktionsundersegelse
x?+x

Givet funktionen f(x)=4 .

I+x
1) Angiv funktionens definitionsmangde
3) Find funktionens nulpunkter.
4) Find de eksakte vaerdier af funktionens stersteveerdi og mindstevaerdi (forudsat de eksisterer).
5) Angiv funktionens verdimangde

Lesning:

I appendix 1 er angivet hvorledes man tegner grafen, finder maksimum osv.

For vi gor det, ma vi vide i hvilket “vindue” vi skal tegne funktionen .

De centrale punkter pa grafen vil vaere der hvor funktionen har vandret tangent, fordi det er
blandt de punkter man skal finde maksimum og minimum.

Af andre interessante punkter kan vaere funktionens skering med akserne.
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6.7 Funktionsundersogelse

1) Da navneren ikke kan blive 0 er definitionsmangden D = ]—oo; oo[ (alle reelle tal R).

2) Nulpunkter: Lose ligningen f'(x) = 0. Dette svarer til at finde grafens skeringspunkter med
x - aksen.
TI-89: solve(x*2+x=0,x) Nulpunkter: x=0vx=-1

3) Sterstevaerdi og/eller mindstevaerdi:
Bestemmes som den sterste/mindste funktionsvaerdi blandt de punkter, hvor
f'(x) =0 (vandret tangent) og definitionsmangdens ““ endepunkter”

24142

a) f'(x)=0 solve(d(d*(x"2+x)/(x*2+1),x)=0,x)  Resultat: /'(x) =0 x=1% V2= { 04142

b) F(1++/2) :4*(x"2+x)/(1+x"2)| x=1+ \/7(2) Resultat £ (1+ ﬁ) =2+242 ~483
A=y #r2)(1+x82) | x =1, (2)  Resultat £(1-+2)=2-242 083

Da vinu kender placeringen af de “interessante “ punkter tegnes grafen i eksempelvis omradet
—5<x<5A-5<5y<5

TI89: Veelg: Y=, indtast funktionen, Graph, Windows, og aendrer vinduet som ovenfor.
Det resulterer i folgende tegning.

Af denne ses, at funktionen har et “lokalt” minimum - 0.83 og et lokalt “maksimum” 4.83.

Imidlertid kan vi ikke af tegningen se om de er “globale” dvs sterste og mindstevardier, da
man eksempelvis kunne tenke sig at f(-1000) > 4.83. Vi méa derfor se pa hvad der sker nar x
gar mod oo og —oo, dvs. se om der er sédkaldte “vandrette asymptoter”.
Ti 89: F3\limit(4*(xA2+x)/(x"2+1),x, o0 ) Resultat 4

F3Vimit(4*(xA2+X)/(x72+1),x,- 0 ) Resultat 4
Grafen neermer sig altsé til den vandrette linie y = 4. Den kaldes en vandret asymptote

Da vi har set, at funktionen har den vandrette asymptote 4 og det lokale maksimum er storre
end 4 m4 stersteveerdien veere 2 +2+/2 som antages for x =1+ V2

Analogt mé mindstevardien vare 2 — 242 som antages forx = 1— V2
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6. Differentialregning

5) Af sporgsmal 4 fremgér, at verdimangden er { y‘2 22 < y<2+ 22 }

Kontrol: Man kunne ved tryk pa F5 og valg af “Minimum” og Maksimum” efter at have sat
grenserne “passende” have fundet en tilnermede vardier for disse.
L 4

Eksempel 6.7. Funktionsundersegelse
x* -1 for x >2

3x—-6

Find funktionens vaerdimangde.

Losning:

Definitionsmaengden: Da navneren er 0 for x = 2 er funktionen defineret for alle x > 2

Givet funktionen f(x) =

For at finde lokale ekstrema,vil vi finde de punkter, hvor der er vandret tangent.
Vi differentierer derfor.

2
—4x+1
£y TIB9: d((xM2-1)/(3*%-1),X) Resultat: f'(x) = %
3(x-2)
Vi sgger nu punkter der har vandret tangent:
3.732
f'(x)=0: TI89: solve(d((x"2-1)/(3*x-1),x=0,x) Resultat: X =2 % \/g = 0268
Da x > 2 er der kun et stationaert punkt x =2+ V2 ==3732
4 2
Vi finder f(2++/3)=—+—=~2488
343
Vi kender nu det stationere punkt, og kan tegne grafen i TI89
Veelg: Y=, indtast (x"2-1)/3*-6)| x>2 ENTER
Husk at justere vinduet, sa de vasentlige punkter kommer med.
Ve a
2 1 |
2 X

Vi underseger nu graensevardierne
T189: F3\imit((x*2-1)/(3*x-1),x,2,1)  Resultat: o© dvs. f(x) > o for x > 2+

Bemark, at skal man gé ensidet fra hojre, skal der sta +1

100



6.7 Funktionsundersogelse

T189: F3\limit((x*2-1)/(3*x-1),x,0) Resultat: «© dvs. f(x)—> o for x >

4 2
Heraf folger, at veerdimaengden er {E +—; oo{ , eller [2.488; oo[ ¢

V3

Som navnt er man ofte ude for, at man ensker besvarelser udtrykt ved nogle konstanter hvis
veerdi ijkke er konkretiseret. I sddanne tilfelde kan man ikke tegne grafen.

Eksempel 6.8. Funktionsundersogelse med parameter
2
X +hkx

2,k>0

Givet funktionen f(x)=4
1+x

1) Angiv funktionens definitionsmangde

2) Find de verdier af x, for hvilke funktionen har sin stersteverdi og sin mindsteverdi (forudsat
de eksisterer)

Lesning:

I eksempel 6.6 er givet samme funktion for k= 1. Da k’s vardi ikke kendes, kan funktionens

graf ikke tegnes. hvilket gor at man i stedet ma foretage beregninger.

1) Da navneren ikke kan blive 0 er definitionsmangden D = ]—oo; oo[ (alle reelle tal R).

2) Forst findes de punkter, hvor f'(x) = 0 (vandret tangent).

—4-(k-x? —2x-k)
f'(x):  d@*xA2+k*x)/(x*2+1)x)  Resultat: f(x):44414;44Y7447
x7+1

VE2 +1+1

F(x)=0  solve(d@*(x"2+k*x)/[(x"2+1),x)=0,x) Resultat: /'(x)=0 x = .

Vi tegner nu en “monotonilinie”

[ortegn [or f'(x)

- 0 + 0
: : - >
attagende  Ve*v1-1 voksende A1l aftagende X

Da telleren 1 f'(x) bestemmer fortegnet (n@vneren er altid positiv) , og telleren er et

andengradspolynomium er grafen en parabel med grenene nedad.
Derved fortegnene for f'(x).

Da negativ differentialkvotient betyder at funktionen aftager, sa ses heraf, at der er et lokalt

k* +1+1 V2 +1-1
k

maksimum for x = — og lokalt minimum for x =
Viundersgger lim f(x) F3\imit(4*(x*2+k*x)/(x"2+1),x, o0 ) Resultat 4
X—>0
Viunderseger lim f(x) F3\limit(4*(xA2+k*x)/(x*2+1),X,- 00 ) Resultat 4
X—>—00
. . . S N 141
Funktionens mindsteverdi antages i * = P og stersteverdii ¥ =" — 2
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6. Differentialregning

6.8. Nogle anvendelser af differentialregning

6.8.1. Optimering

Man er ofte interesseret 1 at finde den bedste (optimale) lesning, der samtidig opfylder nogle
bestemte krav. Det kan eksempelvis vare, at finde den billigste lesning, den proces, der giver det
storste udbytte osv. Sddanne problemer kaldes optimeringsproblemer.

Vi har allerede behandlet et sédant problem i eksempel 4.2, hvor vi skulle finde hvilken pris der
gav den storste omsatning. Vi kunne lose problemet uden differentialregning, da den fremkomne
funktion blev et andengradspolynomium.

Folgende to eksempler er nok et mere typisk eksempel pa den slags problemer.
Fremgangsmaden vil derfor blive grundigt belyst.

Eksempel 6.9 Optimering

En cylindrisk beholder, der skal indeholde @tsende kemikalier, enskes udformet, sa overfladen

bliver sd lille som muligt, da overfladebehandlingen er dyr. Beholderen, som ikke behover noget

lag, skal have rumfanget 2 m’. Find hejde 4 og radius 7 i cylinderen.

Lesning:

1) Forst opskrives en formel for det man ensker at optimere (her arealet A af cylinderens
overflade), udtrykt ved de variable man finder nedvendigt for at skrive formlen op.

Arealet A af cylinderens overflade (bund +side) : A=rx rr+27rh.

2) Davi kun kan arbejde med en funktion af 1 variabel og ikke 2, m4 vi finde en relation mellem
de to variable » og &
Vi skal derfor have en yderligere oplysning, og har vi fiet den oplysning at rumfanget skal
vere 2.

Idet cylinderens rumfang er V' = z >k ,har vi derfor, at 2 = 7 +2h

Vi kan nu finde den enskede relation mellem » og 4.
2

nr

2=rgr’he h=

4
5 =rr’ +— ,hvor »> 0.
Tr r

3) Ved indszttelse i udtrykket for 4 fis A= 7 r* + 27 r

Vi har nu den enskede funktion A(r) af 1 variabel r, som vi skal finde minimum for.
Dette sker ved differentialregning evt. suppleret ved, at man tegner grafen.

4) For overblikkets skyld kaldes variablen for x, og vi seger mindstevaerdi for funktionen
fx)=m?+4-x7", x>0
S '(x) = 0: TI89: solve(d( 7 *x"2+4*x"(-1),x)=0,x)  Resultat x = 0.8603

Der er altsd kun en veardi, hvor tangenten er vandret
Vi finder nu overfladen for denne veerdi.

TI8927Z’*XA2+4*XA(—1)| x=0.8603 Resultat:  6.9755

Vi kender nu de stationare punkt og kan tegne grafen i et passende vindue, eksempelvis
01<x<2A3<y<10
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6.8.1 Optimering

Vi fér en parabellignende graf med grenene opad.

Da der kun er et stationart punkt (punkt, hvor tangenten er vandret) sa har vi hermed vist, at
dette punkt virkelig er et globalt minimumspunkt.

Vi har altsa, at arealet blive mindst for » = (0.8603

Den tilsvarende 4 - vardi for hgjden i cylinderen bliver nu

h= 2 — 2 — 08603 > dvs. radius og hejde bliver ens.
T r2 7-08603 ——

Onsker man at “kontrollere” regningerne sa valg pa tegningen
F5 \Minimum . Man far (x,y) =(0.8603, 6.9747)

Eksempel 6.10. Optimering med parameter
En rorledning patankes fort fra en boreplatform B til et raffinaderi A beliggende ved kysten.
B’s afstand fra kysten er 15 km og afstanden AD er 40 km.(se figuren)
Man ensker ar vide, hvor pd kysten (i punktet C) man skal fore ledningen i land, hvis deter £ > 1
gange dyrere pr. km at bygge en underseisk ledning, end det
er at bygge den pa land.
a) Idet afstanden fra A til C kaldes x skal man udtrykke de B
samlede udgifter z som en funktion af x (og k).
b) Find den verdi af x, som ger udgifterne mindst, hvis det 15 km
er dobbelt sa dyrt pr. km at bygge undersgisk end over
land. . X km
¢) Daman er usikker pd, hvor stor prisforskel der er mellem A S D
pris pa land og under havet, skal man generelt udtrykt 10 km
ved k finde den verdi af x, der gor udgifterne mindst.
Lesning:
a) Kalder man leengden af BC for y er den samlede leengde af ledningen x + y km.
Det er klart, at var k = 1 (samme pris) er x =0, da det sa ville vaere billigst at bygge
rorledningen direkte fra B til A, og jo sterre k er jo tettere ved D vil punktet C ligge.

Antages at prisen for at bygge 1 km ledning pa land er 1 prisenhed (f.eks. 1 prisenhed
=100000 kr). I sa fald er prisen for at bygge 1 km undersgisk ledning £ (prisenheder)

Den samlede pris er derforz = x + k- y (prisenheder).

Vi skal nu finde en sammenhaeng mellem x og y, og hertil anvendes Pythagoras pa den
retvinklede trekant BCD

y2 =152 +(40-x)2 & y =157 + (40— x)>

Ved indsattelse 1 udtrykket for z fis z = x + k\/ 225+ (40— x)?

b) Visetter nu k =2 og far z = x+2\/27_5+(40—x)2

Vandret tangent fs for de verdier af x, for hvilke % =0
x
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6. Differentialregning

TI8Y: solve(d(x+2* | (225-(40-x)"29,x)=0,x)
Resultat: x = —5(J§ _ 8) —40-5v3 =3134 km

Da dette er den eneste vaerdi i intervallet 0 < x <40 hvor der er vandret tangent, ma det ud fra
hele problemstillingen vare den vardi hvor prisen er mindst.

Alternativt kunne man tegne grafen for funktion i et relevant vindue.

Da grafen bliver en parabellignende figur med grenene opad ses, at udgifterne bliver mindst,
hvis ledningen placeres x =31.34 km fra A

¢) Vi finder igen de verdier af x for hvilke = _ 0.

dx
TI89: solve(d(x+k* \/_ (225-(40-x)"29,x)=0,x)
5(8 k2—1+3) 5(8 k2—1—3j s
Resultat: x = or x= eller x =40+
k-1 k* -1 k* -1
15
Da0<x<40 er x=40—-
k-1
Da dette er den eneste vardi i intervallet O < x <40 hvor der er vandret tangent, og man ud

15
fra problemstillingen kan se der mé vaere en mindstevaerdi, s mi x = 40— \/27 vere den
k™ -1

vardi der gor prisen mindst.

L 4

De neste 2 afsnit viser anvendelser af differentialregningen indenfor fysik (kinematik) og
okonomi.

Det horer ikke til pensum, men kan for serligt interesserede vise at differentialregning har mange
anvendelser indenfor forskellige fagomrader.
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6.8.2 Kinematik

6.8.2.Kinematik

6.8.2.1. Indledning
I forbindelse med indferingen af differentialkvotient sé vi pa et legeme der beveegede sig retlinet langs en x-akse.

e 1
Legemets position til tiden t sekunder var bestemt ved x(¢) = 7 2 +1.

Vi fandt da, at legemets hastighed til tiden ¢ er v =x'(¢) = %t og at legemets acceleration er x"(¢) = % .

Det frie fald
Kastes en sten ned fra en hegj bygning med en hastighed pé v,, sé vil den streekning som stenen tilbagelaegger til tiden

1 .
t sekunder vere s =;g 1% +vor meter, hvor tyngdeaccelerationen g = 9.8 1m/s’

Ved differentiation ses, at stenens hastighed til tiden ter v= g-7+ v, og dens acceleration g.

Eksempel 6.11 Frit fald

En sten falder til tiden t = 0 fra en 30 meter hgjt tarn. I startgjeblikket er dens hastighed 0 m/s. Find stenens hastighed
nar den nar jorden.

Lesning:

Af faldloven s:lg~t2 + vt fés 30:lg~t2 @tzwfﬂ =247s
2 2 9.81
Af v=g-t+v, fasnuv=9.81 -2.47=24.26 m/s

L 4

6.8.2.2. Jaevn retlinet bevaegelse
Vi har i afsnit 2.4 betragtet parameterfremstillingen for en linie.

a X X a
Enretlinieiplanen gennem P, = (x,,y,) med retningsvektoren (bj har parameterfremstillingen ( j = ( Oj + t[b] .
Y Yo
Opfattes parameteren ¢ som tiden, kan parameterfremstillingen opfattes som en beskrivelse af en partikel P’s
beveegelse.

Eksempel 6.12. Jaevn retlinet bevagelse
Lad to biler A og B beveage sig med en jaevn retlinet bevagelse bestemt ved parameterfremstillingerne A:

X 1 3 x 0 4 . . . .
=1, +t 4 og B: =(; +1t E hvor t er tiden i sekunder og vejlaengden méles i meter.
Y Y -

a) Bestem de to bilers fart

b) Vil de to bilers banekurver skere hinanden?.
c) Vil de to biler stede sammen?

Lesning:

a) Bil A har fartenv3? +4% =5 og B har farten /42 +(-1)> =417
3 2
b) Da de to retningsvektorer (4) og( J ikke er parallelle, m de to banekurver skare hinanden.

¢) Hvis de stoder sammen skal der findes et tidspunkt, hvor de er i samme punkt. Da x =1+3r =0+4f <t =1o0g

1 . . .
y=2+4t=1-t5t=1<1= 3 ses, at dette ikke er muligt, dvs. de steder ikke sammen. 3

Vi vil nu i det naste afsnit betragte parameterfremstillinger, hvor banekurverne ikke er rette linier, og hvor
hastigheden ikke er konstant.
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6. Differentialregning

11.2.3. Ikke retlinet bevaegelse.
Lad punkterne pa en kurve k vere givet ved parameterfremstillingen
k: (x,y)=(f(t),g(t)), tetvilkarligt reelt tal.

Differentiabilitet, tangent.
Hvis koordinatfunktionerne f{f) og g(¢) er differentiable siges kurven at vare differentiabel.

X (S .
Vektoren = kaldes en tangentvektor til grafen.

vy &'

"(t
S '((t))] ogsd for hastighedsvektoren til tiden ¢ ,
g

leengden|v(2)| af tangentvektoren kaldes farten, og a(¢) = v'() kaldes accelerationsvektoren.

Hvis ¢ opfattes som tiden kaldes tangentvektoren v(¢) :(

Eksempel 6.13. Jevn cirkelbevagelse
Lad en kurve k vere givet ved parameterfremstillingen
k:(x,y)=(2cost,2sint), 0<¢<2x hvortertiden

a) Beregn tangentvektor for # = =

b) Idet ¢ opfattes som tiden skal man beregne farten og accelerationsvektoren til tiden ¢ = %

c) Skitser pé en tegning kurven £, tangentvektor og accelerationsvektor, og kommenter deres sterrelse og retning.

Leosning:
Vs
—ZSin(—j
x' —2sint Y T 3 3 _ﬁ
a)’:2cost’ 3) P 1
g 2cos —
3
eller d({2cos(f).2*sin(t)ht) |t = 7/3  (husk vinkel i radianer) Resultat: {—/3 1}
b) Farten er. v’(%) :m=£,

. (x" —2cost\ _(nx -1
Accelerationsvektoren er¢ = o =l 2sint )’ a E =l ﬁ .

eller d(d({2*cos(t),2*sin(t)},t),t)|l‘ =x/3 Resultat: {—1,—\/5}
c)Tegne kurven i Ti89:

MODE Graph=Parameric , Angle=Radian, ENTER Y= Indtast x(f) og y(f) GRAPH,
Veelg F2. Zoom Fit

<l

Man fér en aflang ellipseagtig figur \
Veelg F2: ZoomSqr (for at akserne kan fa lige lange enheder.) P
Man far en cirkel

Det ses, at bevagelsen er en jevn cirkelbevaegelse med konstant
fart pa 2 m/s. Accelerationsvektoren og dermed kraften stér derfor 5
vinkelret pa hastighedsvektoren. X3
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6.8.2 Kinematik
Lad os som et eksempel pé en ikke retlinet bevaegelse betragte det skra kast.

Eksempel 6.14. Skra kast
En handgranat kastes under en vinkel pd 30° med det vandrette plan.
Begyndelseshastigheden er 20 m/s.
a) Giv en parameterfremstilling for banekurven.
b) Skitser ved hjaelp af lommeregneren banekurven.
c) Hvor hgjt nar granaten op?
d) Hvor langt (malt vandret) bevager hdndgranaten sig inden den rammer jorden i samme hgjde som startstedet.
Lesning:
20cos 30)
20sin 30

Tyngdekraften er den eneste kraft der pavirker granaten (vi ser bort fra luftmodstand).
Den virker lodret nedad, sa vandret er der ingen kraft der pavirker granaten, dvs. hastigheden vandret er ueendret x" = 20 cos 30

a) Begyndelseshastigheden er v, :(

Lodret virker tyngedekraften nedad, dvs. y' = —gt+20-sin30

. . . e e . (X 20cos30
Vi har altsé, at til et vilkrligt tidspunkt t er hastigheden v = = .
' 20sin30— gt

Banekurven fas nu (ud fra formlerne i indledningen)
X 20cos30-¢ 20cos30-¢
(y]

- 20sin30-t—%gtz - 20sin30~t—%9.81-t2

Som forventet fis hastigheden ved differentiation.

b) Tegne banekurven
MODE Graph=Parameric, Angle=Degree ENTER Y= Indtast x(¢) og y(f) GRAPH,
WINDOW
Indstil veerdierne tmin = 0, tmax = ? , xmin = 0 , xmax = ?, ymin = 0, ymax = ?
(her ma man prove sig lidt frem eller ogsa vente til man har beregnet verdierne i de neaste spergsmal)
Jeg valgte  tmin=0, tmax = 2, xmin = 0, xmax = 40, ymax=5
Der fremkommer nu en kurve som man kan vise er en parabel (kasteparablen)
Vealg eventuelt ZoomFit hvis intet viser sig
¢) Maksimumshegjden nés, nér hastighedsvektoren er vandret, dvs. y'=—gr+20-sint=0

—9817+20-5in30 =0 <>/ = 20;‘;130 1025

Hojeste punkt y =20sin30-1.02-29.81-(102)> =51m

~20-sin 30

1
1981

d) Startstedet nds, ndry =0, dvs y:2Osin30-t—%9.8l~(t)2 =01r=0vt =204

(dvs. det dobbelte af 1.02) Vi har folgelig x = 20-c0s30-2.04 == 353 m
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6. Differentialregning

6.8.3. Okonomi

Differentialregning anvendes ogsé nar man arbejder med ekonomiske forhold. Dette giver det folgende et par
eksempler pa.

Granseomkostninger
En virksomhed har nogle produktionsomkostninger. Disse omkostninger athaenger af antallet af producerede enheder.

Produktionsomkostningerne er folgelig en funktion f(x) af antal producerede enheder x.
Differentierer vi f vil differentialkvotienten f'(x,) jo angive haldningskoefficienten for tangenten i X (se

figuren). A

\

J'(x) kaldes greenseomkostningen ved produktion af X, enheder, og kan tolkes dom omkostningen ved at

producere 1 enhed mere.

Gennemsnitsomkostning
Ofte er man interesseret i den produktion, der giver mindst gennemsnitsomkostning pr. enhed.

Ved produktion af x enheder er den gennemsnitlige omkostning k(x) = EACD) .
X
Af figuren ses, at linien OP har haeldningskoefficienten Sx0) .
Xo
[
7 (x)
I)
| S (x0)
|
o x, ]

Skal man finde den vaerdi der giver den mindste gennemsnitsomkostning pr. enhed, sé skal man finde det punkt Q
pa grafen for f'(x), hvor linien OQ har den mindste haldning.
Som det ses af figuren er det (eller de) punkter, hvor linien fra O er tangent til grafen for /'

S
X

Den mindste gennemsnitsomkostning findes ved produktion af det antal enheder x for hvilke f'(x) =

Granseomsztning
Nar en virksomhed saelger sine varer, far den en indtaegt, som kaldes dens omsztning. Omsztningen er en funktion g(x)

af det antal varer x der salges.
Ved greenseomsztningen ved afsetning af X, enheder forstés differentialkvotienten g'(x ) ) sommed tilnermelse

er oms&tningsendringen ved afsetning af 1 enhed mere.
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6.8.3 @konomi

Avance

Hvis man treekker udgifterne fra indtegterne fremkommer virksomhedens avance (fortjeneste)

Avancen er en funktion s af antal solgte enheder, og kan med en vis tilnermelse findes ved at traekke
omsatningen g(x) fra produktionsomkostningerne f(x), dvs. i(x) = g(x)— f(x) .

Avancen bliver storst for det salg x, hvor 4'(x) =0 ( er vandret tangent)

Eksempel 6.15 Okonomi
En mebelfabrik, har fundet, at det koster /' (x) kr at producere x stk. af en bestemt type sofaer, hvor produktionsom-

kostningerne (i 1000 kr) er ' (x)=-229-107 x> +0.0037x* +885x + 1.15

og omsatningen er g(x) = —0.024x +10.82x — 348

a) Hvis virksomheden producerer 20 sofaer pr. dag, hvad er sa
1) produktionsomkostningerne, og hvad er greenseomkostningen
2) omsatningen og graenseomsatningen
3) Hvad er avancen
b) Hvor mange sofaer skal produceres pr. dag for at fa den sterste avance.
¢) Hvor mange sofaer skal dagligt produceres, s& man far den mindste gennemsnitsomkostning pr. sofa.
Lesning:
a) 1) f(20)=179447 kr ~ Granseomkostning = f'(20) = 8971 kr

2) g(20)=203320 kr Grenseomsztning = g'(20) = 9860 kr
3) Avancen =g (20) -f (20)= 23873

b) Storst avance : A’(x) = g'(x)— f'(x) = 687-10° x* —0.0554x +1.970
A'(x)=0<3728vx=769.12

A(37.28)=31500 kr A(769.12)=-4456474
Heraf ses, at avancen er storst ved salg af 37 sofaer, og avancen er ca. 31500 kr

¢) fl(x)= SO 220389y x = 1610

X
k(x) = EACD) . £(20.389)=8.9723
X
Da k(1) =10.00 og k (25) = 9.9742 er gennemsnitsomkostningen mindst for x = 20
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6. Differentialregning

Opgaver til kapitel 6
3 2 3 )
6.1 Bestem lim T35 13X o g XT3 43
x>0 2x° —3x X—>® 2%% —3x
6.2. Bestem limM
x—>3 x—2
x? 42

6.4

6.5

6.6.

6.7.

6.8

6.9.

a) Find ligningerne for de to tangenter til grafen for £, som er parallel med linien med
ligningen y =-2 x +4.
b) Find afstanden mellem de to tangenter.

Lad f(x)=2e " +x
Find den spidse vinkel mellem de to tangenter til grafen for f, der har reringspunkter i
henholdsvis (0, f{0)) og (1, A1)).

En partikel bevager sig pa en ret linie. Partiklen position s (meter) til tidspunktet ¢
(sekunder) er giver ved s(¢) = 4t
a) Bestem partiklens hastighed til tidspunktet ¢ = 4.

b) Bestem det tidspunkt, hvor partiklens hastighed er 2.
c¢) Find partiklens acceleration til =4

2
-x+1
En funktion fer bestemt ved f(x) = X X+

x24x+1’

a) Angiv funktionens definitionsmangde.

b) Find ved anvendelse af differentialregning stersteverdi og mindstevardi for funktionen.
c) Skitser grafen i et omrdde, som viser funktionens karakteristiske egenskaber

2x% -4

2+l

a) Angiv funktionens definitionsmangde.

b) Beregn ved anvendelse af differentialregning maksimum og minimum for funktionen.
¢) Angiv funktionens verdimangde

d) Skitser grafen i et omrade, som viser funktionens karakteristiske egenskaber

En funktion fer givet ved f(x)=

100x* —100x —2
En funktion er givet ved f(x) = 00x 5 006x 00 , x<3
X—

a) Find funktionens nulpunkter
b) Find ved anvendelse af differentialregning funktionens verdimengde .
c) Skitser grafen i et omrdde, som viser funktionens karakteristiske egenskaber

Find ved anvendelse af differentialregning sterste- og mindsteverdi for funktionen

f(x)=xJl1-x, —-1<x<1,
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6.10.

6.11

6.12

6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

Opgaver til kapitel 6

Lad  f(x)=3sinx+4cosx, 0<x<2x

a) Skitser grafen pd lommeregneren, og bestem koordinaterne til det globale minimum med
2 decimaler
b) Funktionen gnsket omskrevet til formen f(x) = a sin(bx + )

Find eksempelvis ved passende aflesning pd grafen verdierne for a, b og ¢ med 2
decimaler
c) Kontroller regningerne ved at tegne begge grafer pa lommeregneren.

Lad f(x)=(sinx)’ +cosx, 0<x<27

a) Find funktionens nulpunkter
b) Find verdimangden for funktionen
c¢) Skitsér funktionen

Lad f(x)=x-In(x)+2-¢™* 0<x<2
Skitser funktionen ved hjaelp af lommeregneren og bestem vardimangden for funktionen.

Afen tynd kvadratisk plade med siden 3 m bortskeres i hjornerne fire lige store kvadrater
(se figuren). Resten bukkes, séledes at der dannes en kasse (uden 14g). Bestem siden i de
kvadrater, der skal bortskeres, saledes at kassens rumfang bliver storst muligt.

En plan vaeg i en ovn skal isoleres mod varmetab. Et isoleringslag af tykkelsen x koster

40
pr. cm® x-3650 kroner, og herigennem tabes varme for — kroner/time. Anlagget
X

paregnes benyttet i dogndrift over 6 dr. Find den mest ekonomiske isoleringstykkelse x.

En vinduesabning bestar af et rektangel og en halvcirkel, der har

rektanglets overste vandrette side som diameter. (se figuren)

a) Angiv arealet og omkredsen af vinduesédbningen udtrykt ved x og y.

b) Det oplyses, at omkredsen af vinduesdbningen har leengden a. It
Find udtrykt ved a, den verdi af bredden x, som ger arealet af
abningen storst.

c¢) Beregn det storste vinduesareal i tilfeldet a= 10 m A

I en retvinklet trekant med hypotenusen ¢ skal summen af kateterne have laengden 20 cm.
Find den veaerdi af kateten a, som ger hypotenusen ¢ mindst mulig.
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6. Differentialregning

6.17 Etvindue er rektangulert. Det oplyses at den nederste side (karmen) er 5 gange sd dyr som
de tre andre sider. Arealet af vinduet skal vaere a m’.
Lad leengden af den nederste side vere x m.
a) Find den veaerdi af x, der gor den samlede pris for de 3 sider og karmen mindst mulig.
b) Angiv vinduets dimensioner, hvis arealet skal vaere a = 3 m?

6.18. En virksomhed fremstiller en vare, hvor produktionsomkostningerne for at fremstille x

tons pr. uge er givet ved O(x) =2x> —75x% +950x +23.

Den producerede varemangde kan salges til en fast pris pa 350 pr. ton.

Bestem det antal tons, som virksomheden skal fremstille pr. uge, hvis avancen skal vare
storst mulig.

6.19 Ved indsprejtning af insulin @ndrer koncentrationen af blodsukker. Koncentrationen z
(mg/ml) er en funktion af den tid ¢ (i timer) der er forlgbet efter indsprejtningen.

Sammenhzngen er bestemt ved formelenz =100+11 l(e_‘” —e 0¥ )

a) Beregn det tidspunkt ¢, til hvilket blodsukkerkoncentrationen er mindst.
b) I tiden efter ¢, vokser blodsukkerkoncentrationen. Bestem det tidspunkt til hvilket

blodsukkerkoncentrationen vokser hurtigst.

6.20 I en ligebenet trekant ABC er grundlinien AB =4 og hgjden
CD =4.
Idet E er et punkt pd hejden CD, skal man bestemme ¢
Zv = ZEAD (se figuren) séledes, at z=EA +EB + EC bliver sd
lille som muligt.

6.21 Et rektangulaert skydeomrade, der grenser op til en retlinet mur
onskes indhegnet med et 1600 m langt hegn. Der skal ikke s&ttes
hegn op langs muren. Hvilke dimensioner far skydeomradet, nar
det indhegnede omréde skal have et sa stort areal som muligt.

6.22 Temperaturen T (malti°C ) i en speciel ovn udvikler sig som en funktion af tiden ¢ (malt
1 minutter efter at ovnen er teendt) givet ved forskriften 7' =20+150-In(8z + 1)

a) Bestem (med 2 decimaler) temperaturen i ovnen 10 minutter efter at ovnen er teendt.

b) Bestem (med 2 decimaler) hvor lang tid der gér, fra ovnen er teendt til temperaturen
i ovnen nér op pa 500° C.

¢) Bestem (med 2 decimaler) den hastighed, hvormed temperaturen aendrer sig til tiden
t=10.

6.23 Et fly, der holder stille pa en flyveplads, satter i en “take-off” i gang med konstant acceleration. Indtil “lift-
off” bevaeger den sig pa startbanen 600 m pa 12 s.
a) Bestem accelerationen
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6.24

6.25

6.26

6.27

6.28

Opgaver til kapitel

b) Bestem den hastighed flyet har efter de forste 12 s.
¢) Bestem gennemsnitshastigheden over de forste 12 s.
d) Bestem den gennemlebne vejleengde i det 12. s.

En haubitzer afgiver skud med mundingshastigheden 400 m/s mod et mal i afstanden 7600 m.
a) Hvilke elevationer (vinkel) vil bringe projektilet frem til mélet.
b) Hvor stor bliver projektilets flyvetid.

Et punkt P bevager sig til tiden ¢ i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
x=t2—6t+8 y=1>—6t>2+11t—6, 1e[041]

a) Til hvilket tidspunkter passerer P x-aksen, og hvad bliver skaringspunktets koordinater

b) Til hvilket tidspunkter passerer P y-aksen, og hvad bliver skeringspunktets koordinater

c) I hvilke punkter og til hvilke tidspunkter er hastighedsvektoren parallel med x - aksen.

d) Ihvilke punkter og til hvilke tidspunkter er hastighedsvektoren parallel med y - aksen.

e) Skitser banekurven ved hjzlp af lommeregneren.

f) Bestem og indtegn pa kurven hastighedsvektor og accelerationsvektor til £ = 1.

Et punkt P bevager sig til tiden ¢ i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
x=12=3 y=t>, te[-2;2]
a) Skitser banekurven ved hjlp af lommeregneren.
b) Find koordinatene til de punkter, hvor hastighedsvektoren er lodret.
¢) Find koordinaterne til de punkter hvor grafen skerer y-aksen.
d) Find vinklen mellem hastighedsvektorerne i det punkt, hvor kurven skeerer sig selv (dobbeltpunkt).
5) Find de punkter pa banekurven, hvor accelerationsvektoren stér vinkelret pa hastighedsvektoren.

Et punkt P bevager sig til tiden ¢ i et koordinatsystem efter parameterfremstillingen
X =cost+sint y= cos? t—%, t €[0;2x].

a) Skitser banekurven ved hjelp af lommeregneren.
b) Find koordinatene til de punkter, hvor hastighedsvektoren til grafen er vandret.

For et firma er produktionsomkostningerne pr. enhed x givet ved
F(x) =x* —5x% +400x +5200

og omsatningen g(x) = 6400x — 20x?
a) Hvis virksomheden producerer 10 enheder pr. dag, hvad er sa
1) produktionsomkostningerne og hvad er greenseomkostningen
2) omsatningen og gr&nseomsatningen
3) hvad er avancen
b) Hvor mange enheder skal produceres pr. dag for at fa den sterste avance
¢) Hvor mange enheder giver den mindste gennemsnitsomkostning pr. enhed.
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7. Integration

7. Integration

7 1. Indledning

Da vi i afsnit 6.8.2 om kinematik behandlede formlerne for det frie fald, péstod vi, at den
streekning stenen falder er s= % gt2 +v,t, og sa fandt vi ved differentiation hastigheden

v = gt + v, ogaccelerationen g. Imidlertid er det jo det omvendte man ved: tyngdeaccelerationen

er konstant g og man skal sa regne “baglens” for at finde hastighed v og tilbagelagt vej s.
Dette viser, at der er behov for indfere den omvendte regningsart af at differentiere. Dette kaldes
at integrere.

7 .2. Ubestemt integral

Definition af stamfunktion. Lad f veere en funktion, der er defineret i et interval 1. Ved en
stamfunktion F til [ iintervallet 1 forstas en differentiabel funktion, som i I opfylder
betingelsen F'(x)= f(x).

Eksempelvis er sin x en stamfunktion til cosx , da (sinx)’ = cosx og %x3 er en stamfunktion

til x?da (x7) =7,
Da man ofte har brug for at finde stamfunktioner benyttes et sarligt symbol for en sddan
stamfunktion, nemlig I f(x)dx som kaldes det ubestemte integral af f'.

Funktionen f efter integraltegnet kaldes integranden.
Eksempelvis er J. (=2x+3)dx = —x* +3x daman ved differentiation af hejre side far integranden

!

(—x2 +3x) =-2x+3
Ved integrationspreven forstas netop dette atj f(x)dx=F(x)< F'(x)= f(x)

Det er klart, at hvis I f(x)dx = F(x) sa gelder ogsa j f(x)dx=F(x)+k ,hvor keren konstant

(da (F(x)+k) =(F(x)) =f(x))

Hermed har vi ogsd fundet samtlige stamfunktioner, idet der galder folgende satning:

Satning 7.1 Samtlige stamfunktioner til f.
Lad F vere en stamfunktion til f.
Enhver anden stamfunktion G til fkan da skrives pd formen
G(x) = F(x)+ k hvor k er en konstant.
Bevis:
Da F og G begge er stamfunktioner til f, geelder, at F''(x) = f(x) og G'(x) = f(x)
Heraf fds,at G'(x) = F'(x) < G'(x)-F'(x)=0
En funktion, hvis differentialkvotient er 0 i et interval, er en konstant.
Vi har felgelig, at G(x) - F(x) = k eller G(x) = F(x) +k 4
Vi vil i resten af dette kapitel udelade denne konstant 1 beregningerne, da den ikke far nogen
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7.3. Integrationsregler

indflydelse pa slutresultaterne.

Vi vil eksempelvis ikke skrive J x2dx = %x3 + k men kun I x?dx=1x?

Ud fra kendskabet til de mest almindelige funktioners differentialkvotienter, kan man let finde
det ubestemte integral af de samme funktioner.

Lad a og n vare konstanter (eksempelvisa=3 ogn=-5)

S (x) a 1 x" e a*.a>0 | sin(a-x) cos(ax)
X
a-x In x"! ™" a* _cos(a-x) sin(ax)
.[ f(x)dx |X| n+l a In(a) a a

7.3. Integrationsregler

Skal man integrere en given funktion, sa kan det ofte vare nedvendigt at omforme integralet til
noget som man lettere kan finde en stamfunktion til. Dette sker ved hjelp af de felgende
integrationsregler:

j (a-f(x)+b-g(x))dx =a j F)dx+b [ 2(x)dx linearitetsregel
For mere komplicerede funktioner, kan nedennavnte integrationsregler muligvis benyttes, men

her vil det sedvanligvis vare sikrere at benytte en lommeregner som eksempelvis Ti-89.

Andre integrationsregler
Integration ved substitution:

[ 7(eton g’ = [ radu, vor u=gix)

Reglen kan ogsa kort skrivesj f(g(x))dg(x) = j S(Wdu hvor u=g(x), du=g'(x)-dx

Integration ved substitution kan med fordel benyttes, hvis integranden indeholder en sammensat funktion med “den
indre funktion” g(x) , og en faktor, som minder om g'(x).

Partiel (delvis) integration:
[ 700 g()dx = £(6)-G0) - [ £1(2)- Gy hvor 60 = [ gl
Reglen kan ogsa kort skrives J fdg=f- g—J. gdf

Delvis integration kan med fordel benyttes, hvis integranden er et produkt, hvor den ene faktor f'(x) bliver

simplere ved differentiation, og den anden faktor ikke bliver vaerre ved integration.
Derved er der hab om, at det nye integral bliver lettere at bestemme.

Indskudsregel
b c b
J f(x)d = J f o+ j ' (x)dx

b a a
Andre regler j (x)dx = — L f(x)dx og j F0)dx =0
Man kan vise, at enhver funktion, der er kontinuert i et interval I har en stamfunktion i dette.
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7. Integration

Imidlertid er det ikke altid muligt at finde en stamfunktion udtrykkes ved de sadvanlige

funktioner. Eksempelvis kan man vise, at J.eﬁ2 dx ikke kan udtrykkes ved de sadvanlige

funktioner. Det folgende eksempel belyser beregningerne dels uden dels med lommeregner

Eksempel 7.1 Integration uden benyttelse af lommeregner.
Beregn

a) J (3x% —4x—2)dx

b)j(z sin(x) +3x? +4-¢* dx

Lesning:

Ved benyttelse af linearitetsreglen fés:

3 2
X

a) I(3x2 —4x—2)dx = 3%—47—2)(:)(3 _2x? 2x

b) j (2 sin(2x) +3x% +4-¢* )dx = 2.[ sin(2x)dx + 3.[ x2dx + 4.[ et dx

2 3 4x
€08 x)+3x—+4e4 = —cos(2x)+ x> +e*

=2(— 3

Eksempel 7.2. Integration med lommeregner
Find

a) Ix 4x? +25dx
b)J' 2x+1

x? 4+ x— 6
c) jx-sinxdx

Lesning:
Integraltegnet findes pé TI 89 over tallet 7.

a) [ (x-yf (4x°2425)x.2,6) Resultat: 161.206

by | (2x+1)/(x*2+x-6),x,0,1) ENTER Resultat: In(|x” +x + 6

e ) <

c) . (x*sin(x),x) ENTER Resultat: sin(x) —x-cos(x)
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7.4. Bestemt integral
7.4. Bestemt integral

Definition af middelsum.
Lad der vaere givet en reel funktion f/ der er defineret 1 et interval [a; b]. Der vaelges nu en
inddeling af intervallet [a ; b] 1 n delintervaller med lengder Ax,,Ax,,.....,Ax,. I hvert

n

delinterval veelges endvidere et punkt, hvori /* er defineret. Punkterne betegnes x;,x,,...,x

Herefter er vi i stand til at danne stﬂrrelsenz f(x;)-Ax; , som kaldes en middelsum for f i
intervallet [a ; b] . =1

o

]

=

n b

i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
l

X Xy

A —l_A,\‘l - Av,

1
.

Fig.7.1.  Summen af rektanglernes arealer (regnet med fortegn) er
en middelsum for [ i [a;b].
Definition af bestemt integral
Hvis middelsummen Z Sf(x;)-Ax; har en greenseverdi, ndr inddelingen gores finere og

J=1
finere, sddan at leengden af det storste delinterval gdr mod 0, sd kaldes denne greenseveerdi det

b
bestemte integral I S (x)dx

(integralsymbolet j er et “aflangt” S, som stér for sum)

Man kan vise folgende s@tning

Szetning 7.2 (bestemt integral udtrykt ved stamfunktion) Lad F' vere en stamfunktion til en
kontinuert funktion /i intervallet [a; b].

Sa geelder ij(x)dx = [F(x)]l; =F(b)-F(a).
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7. Integration

Eksempel 7.3. Beregning af bestemt integral
1

Lad f(x) :5x+2

Beregn [ca

1
Lesning: Idet en stamfunktion til f(x) er F(x) :sz +2x fés

41 1 Y 1
j (—x+2)dx= S 40x =—42+2-4—(—12+2-1)=9.75
20\ 4 4 4 4 =

1
Vi vil illustrere definition og satning ved folgende eksempel:

Eksempel 7.4. llustration af definition

1
Lad vaere givet den lineere funktion f'(x) = Ex +2 iintervallet 1< x <4

Vi deler nu intervallet 1< x <4 opi3 lige lange delintervaller af lengden Ax =1
Vi danner nu en middelsum ved at tage funktionsverdien i endepunktet af hvert interval og
multiplicere med Ax=1.

D fx)Ax = ()14 f(2)- 14+ £(3)-1=25-1+3:1+35:1=9

Denne sun kan anskueliggeres ved nedenstdende figur

Det ses, at summen bliver lig med arealet af de 3 rektangler pé figuren.
Opdeles i 6 delintervaller fremfor ovennavnte 3 fas

5
D SGDA = £(1)-05+ £(15)-05+..+£(35)-05=25:05+2.75-05+..4+375-05 = 9.375

i=0

118



7.4. Bestemt integral

I

Vi kan se, at jo flere delintervaller vi indskyder, jo mere fintakket bliver kurven, og jo mere
narmer den sogte afstand sig til arealet under linien.

Det tilsvarende skraverede omrade
(se figuren)
bliver mere “fintakket”

42
1

8]

0~

1

1
Arealeter A=25-3+ 3 3-(4-2.5) =9.75 (areal af rektangel med hgjden 2.5 + trekantens areal)
41
Vi har folgelig, at j (5 ¥+ 2)dv =975
1
Vi ser. at dette svarer til facit i eksempel 7.3. L 2
Definitionen pa bestemt integral og eksempel 7.3 illustrerer folgende se@tning

Satning 7.3 Areal under kurve
b
For en positiv funktion f{x) geelder, at J f (x)dx =arealet af den punktmengde, som er begranset

af grafen for f, x - aksen og linierne x = a og x = b (det skraverede omrade pa figur 7.2)

y=/x)

>~

a b

Fig 7.2. Punktmceengde
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7. Integration

Heraf folger sa umiddelbart folgende mere generelle setning.

SATNING 7.4. Areal af lukket omrade

e AC

Lad f og g vare kontinuerte funktioner i intervallet [a; b] ,lad
M

f(x) > g(x) og lad M vare punktmangden mellem graferne for

fog g og linierne x = a og x = b. (skraveret pa figur 7.3).

b
Der gelder da| Areal af M = f (f ()= g(x))dx

Bevisskitse:

v =g

|
|
|
|
|
|
L

Fig.7.3. Areal af omrade

Er bédde f og g positive som pé figur 7.3 ses umiddelbart, at arealet kan fas ved |’ f(x)dx |’ g(x)dx .

Af setning 7.2 fas nu,

[0 f (x)dx —[! g(x)dx = Fb) — Fa) - (G(b) — G(a)) = F(b) - G(b)—(F(a) - G(a)) = | (f (x) — g(x))dx

Er de to funktioner ikke begge positive, s kan man altid ved at l&gge en passende konstant £ til begge funktioner
sorge forat f(x)+k >0 og g(x)+ k > 0.Daen parallelforskydning ikke eendrer arealet mellem kurverne, fas areal

af M =[7((f(x)+k)— (g(x)+k))dx = [ (f (x) - g(x))dx

| 4
Eksempel 7.5 Areal under kurve
Find arealet af den punktmangde pa figuren, der er
1
begrenset af grafen for funktionen f(x) = 7 x? 41,
x - aksen og linierne x =1 og x = 5.
Leosning:
Som det fremgér af s@tning 7.2 er arealet bestemt ved
5
AZJ (lxz + ljdx
1\4
Da J.(%xz +1)dx = %x3 +x, fas
5
1 1 1 43 X
A=|—x’+x| = (—53 +5———1j =—
12 ) 12 12 3
TI89: Integraltegnet findes pa Tl 89 over tallet 7.
j (1/4*x*2+1,x.1.5) ENTER Resultat: 43/3
| 4

De folgende eksempler belyser beregningerne.
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7.4. Bestemt integral

Eksempel 7.6. Areal mellem kurve og x-akse
Givet funktionen f(x)=8x*—-4x®>-2x*+x , -1<x<1

1) Skitser grafen for f{x) (Benyt lommeregner)

2) Beregn det samlede areal af de to omrader, der begrenses af funktionen f{x) og x - aksen
Leosning:
1) Grafen tegnes pa lommeregner
Veelg Y=, y1(x)= Skriv 8x"4-4x"3-2x"2+x ENTER
a) Veelger GRAPH og funktionen tegnes.
b) Veelger WINDOWS og afpasser tarrelsen af tegnevinduet ved at saette xmin = -1 og
xmax = 1.

Skitse af graf: 4

2) Der bliver to omrader, hvis areal skal bestemmes. For at kunne det, mad man finde grafens
nulpunkter.
TI-89: solve(8*x"4-4*x"3-2*x"2+x=0,x) Resultat: x=-"2 or x=0 or x=1/2
Ifolge s®tning 7.2 findes areal ved at “integrere gverste funktion - nederste funktion”.
Den ene funktion er x = 0 (x-aksen ) og den anden er f(x).
V1 har derfor.

0 4 3 2 ! 4 3 2 23 7 1
= 0—(8x" —4x” =2x" +x)dx+ [ (8x" —4x” —2x" +x—-0)dx = —+—=—
Areal jfé( ( Ndx + ¢ ( ). 140 240" 8

4

Eksempel 7.7. Areal mellem kurver

2 2
Beregn arealet af den lukkede punktmangde, som begranses af kurven y = ———-og den rette
X Xx

linie 3x—-2y=5.
Lesning:
3 5

Ix-2y=5&y=—x——

y y > 5
Man finder skaringspunkterne mellem kurverne solve (2/x-2/x"2=3/2*x-5/2,x)
Skeringspunkter x =2/3, x =2, x=-1
De to kurver tegnes pa lommeregneren.
Y=P y1(x)= 2/x-2/x*2 P> ENTER
Y=P, y2(x)= 3/2*x-5/2 > ENTER
Begge kurver er nu markerede, og vaelges GRAPH bliver de tegnet.

4V

Man ser pé tegningen den lukkede punktmaengde , at linien ligger nederst >
og at det er skaeringspunkterne x = 2/3 , x =2 der er afgraensningen. | ‘
I (2/x-2/x"2-(3/2*%x-5/2),%x,2/3,2) 1

22 2 4
A= 2(————(2x—§)jdx =2In3-—=10.8689

“\x x?2 \2 2 3
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7. Integration

7.5. Numerisk integration
Selv om en funktion er kontinuert og dermed integrabel, er det ikke altid muligt at finde en

stamfunktion udtrykt ved de saedvanlige funktioner. Eksempelvis kan man vise, at det ikke er

2

muligt at finde J ¢ dx . Det bestemte integral J e dx kan derfor kun findes ved at benytte

0
en sékaldt numerisk metode. Sddanne metoder giver s& omfattende regninger, at det i praksis er
nedvendigt at anvende et program for at fa resultatet med tilstraekkelig negjagtighed.
Metoderne baserer sig pé, at opdele integrationsintervallet i #» delintervaller, og s& indenfor det
enkelte interval erstatte kurven med eksempelvis en ret linie (trapezmetoden) eller bedre med en
parabel som figuren viser (Simpsons metode)

Fig. 7.4 Kurven tilncermes ved parabler (stiplede).

Eksempel 7.8 Numerisk integration
1) Underseg om lommeregneren kan finde en stamfunktion til j e dx .

2

2) Beregn .[ ¢™ dx med 4 betydende cifre

0
Losning:

1) j (e"(x"2),x)  Resultat: Svarer med samme integral, sd kan ikke finde en stamfunktion

2)[ (e (x"2),%,0,2) Resultat: 16.45 ¢

Al

7.6 Rumfang af omdrejningslegeme
Lad f vare en kontinuert funktion i intervallet
fra a til b. Vi drejer dens graf 360° omkring x -
aksen og seger rumfanget af det derved frem-
komne omdrejningslegeme (se figur 7.5)
Rumfanget af en tynd skive vinkelret pa x -
aksen gennem punktet med forste-koordinaten
x, kan beregnes som rumfanget af en cylinder

Fig. 7.5. Omdrejningslegeme
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7.6.Rumfang af et omdrejningslegeme

med radius f(x) og hejde dx.
Rumfanget af skiven er da - ( f (x)) 2 dx

Rumfanget V af hele omdrejningslegemet fis da ved at summere over alle sddanne skivers
rumfang.
Dette forer til folgende formel

b
VzL 7(f () dx (1)

Lad fog g veere 2 funktioner i et interval fra a til b, og lad os antage, at f(x) > g(x)>00g a>0
Lad M vere punktmangden mellem graferne for g
fog g og linierne x = a og x = b (se figuren)

Drejes M om x - aksen bliver rumfanget f(x)

V.= ﬂ'Jj (f(x))zdx —ﬂjj(g(x))zdx ) o(x)

Eksempel 7.9 Omdrejningslegeme om x-aksen

.. 1
Lad A vare mangden begranset af grafen for £ (x) = v/2x ,x-aksen og linierne x = 5 ogx=2.

Lad B vare mangden begranset af grafen for £ (x) = v/2x ,y-aksen og linierne y =1 og y = 2.

1) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nar A drejes 360° omkring x - aksen.
2) Find rumfanget af det legeme der fremkommer, nér B drejes 360° omkring x - aksen.
Leosning Ay
Omradet A skitseres (se figuren). O s S

1) Drejes A om x-aksen fés (af formel (1)) e
2 D |
2 2 )C2 15
2

2) Bdelesop i

. 1
1) et rektangel B, begranset af y-aksen og linien x = 5

0g

1
2) omradet B, begranset af linierne x = ) ogx=2.
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7. Integration

Af formel (2) fis nu

Vg = ﬂjoé(22.12)dx+7rj.12(22 —(\/E)Zjdx :%7[+ 7r'|.12(4—2x)dx =§7Z+%7Z=$7[= 11.781 ‘

5 -

Drejning om y-aksen
Skal man tilsvarende dreje det pa figuren markerede omrdde omy -

aksen sa bliver formlen . I y:f( X)
O f(b) iy
Vo=| Ty (3) x=1(y)
S(a)
f(a)
a b v
Drejes det af to funktioner f og g begraensede omrade M omkring y- aksen bliver rumfanget
b
V= 27Z'I x( f(x)— g(x))dx “
a

Bevisskitse:

En smal strimmel af bredden dx parallel med y-aksen fores ved drejning om y - aksen rundt i en cylinderskal af
tykkelsen dx , hajden f(x) - g(x) og radius x (se figuren)

Denne cylinderskal har derfor rumfanget 27ox( f (x) — g(x)) (cylinderskallens areal ganget med dens tykkelse)

Det samlede rumfang findes derefter ved integration.

7.7. Tyngdepunkt af homogent plant omrade X y=1(x)
Lad M vaere et omréde som vist i figur 7.6 med en massetathed pa
p kg/cm?, og et areal pd A.

Lad omrédets tyngdepunkt T have koordinaterne T = (X1, yr)
Man kan vise, at

1 ¢? S£(x) 1 ¢ JS(x)
Xr :_J. x-( ldyjdx Vr :_J. 1-( ydy)dx
Ada g(x) Ada g(x)

Udregnes det indre integral (se bevisskitsen) fas

oo [ e e
(700~ o)

|
|
y=gv)
|
|

Fig.7.6.Tyngdepunkt

[(r@- gy

Bevisskitse

Lad os betragte 2 rektangulare plader P og Q med samme massefylde p N

Kaldes arealerne for de to plader for A, og A, har pladerne masserne m, = p- 4, og
m, =p-4,

Lad plade P have tyngdepunktet (x,, ) og Q have tyngdepunktet (x,,y,) 0

Lad endvidere det samlede plader have massen M og tyngdepunktet (x,,»,)
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7.6.Rumfang af et omdrejningslegeme

A, +x,-A
TR TN (hemaerk, at p forkortes vak).
A+ 4,

Der geelderda M -x, = m;x, + m,x, < x, =
Aty -4
A+ A4,
Af symmetrigrunde, har pladen P sit tyngdepunkt i (0.5, 1) og Q sit tyngdepunkt i (1.25, 0.5).
05-2+125-05 1-2+05-05

Vi har felgelig, at tyngdepunktet for det samlede system er (xz,yy) = ( , ) =(0.7,09)
2405 2405

Analogt gelder y; =

Generaliseres ovenstidende betragtninger fas:
Lad arealet af punktmangden i figur 7.4 veere A og dets tyngdepunkt T =(X , yy).
Lad endvidere et omrade have arealet dx - dy med tyngdepunktet x;

Vi danner nu x; - dx - dy og laegger alle disse led sammen Z X; -dx-dy
b f b
Da en sadan sum gar mod integralet haves xr- j I x-dx-dy < xp = - ==L
j(f(x) g0 J' (/) - gx))dx

M I
yay |d I {7} &« ij 16— g0 Jax
Tilsvarende fas y, . 4 ” yedr-dy & yp = —— 20 ST 2 ( ) 2

b b
[reo-eep [ (roo-swic [ (ro0-swhs

AV
Eksempel 7.10 Tyngdepunkt for plant legeme.
Beregn koordinaterne til tyngdepunktet for den den lukkede

2
punktmangde, som begrenses af kurven y=———-og den
X x >

rette linie 3x—2y =5. ! X

Losning:

Opgaven er en fortsattelse af eksempel 7.6 , hvor vi fandt, at
kurverne skar hinanden i x =2/3 og x = 2 (Se figuren)

Vi fandt,at arealet var A = 0.8689.

Tyngdepunkt T =(xT , V1)

:_I U : ldy]dx

TISO: 1/0.8689*_[ (x* j (1,y,3/2%x-5/2,2/x-2/x"2),x,2/3,2) = 1.222

s

TI8Y: 1/0.8689*J (1% I (y,y,3/2%%-5/2,2/x-2/x"2).x,2/3,2) = -0.2558

1p2(2 2 (3 5 1 (2 2 (3
Herx =L ____(_ _—Dd 1222, - L (___j ( __) —.0.2558
et Ajix(x 2 )" I 2A-[§[ ) By e

4
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7. Integration

Opgaver til kapitel 7

7.1.

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

—-X

Find a) Jcosxv3sinx+1 dx b) j c dx c) jx-ezxzdx

—-X

e +1
Find med 3 betydende cifre

41 2
a) LN b) J‘ic -1n xdx C)J. x+/3x—2 dx
1 X 2 1

Find arealet begranset af grafen for funktionen f(x)= V2x samt linierne x = 0,y=2og
y=4.

Grafen for funktionen f'(x) = x3=2x% +x og x - aksen afgranser et lukket omrade A.

a) Skitser grafen og skraver omradet A.
b) Beregn arealet af A.

Graferne for funktionerne f(x) = x* —6x° og f(x)= —5x? afgraenser 2 lukkede omrdder
A ogB. Beregn arealerne af A og B.

Find rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer nir den punktmaengde, der
begreenses af grafen for funktionen f(x) = x> —2x? og x-aksen drejes 360° om x - aksen.

Lad der vaere givet funktionen f(x)=2-(1—-x)- Jx

a) Find arealet af den omrade, der begranses af kurven og x - aksen.
b) Find rumfanget af det omdrejningslegeme, der fremkommer nér det i spergsmal 1)
naevnte omride drejes 360° om x - aksen.

1
Givet funktionen f(x)=+2x-1, x> 5

a) Find ligningen til tangenten til grafen med reringspunkt P = (1,1).

Punktmaengden begranset af grafen, x - aksen og tangenten kaldes M. (skraveret pa

figuren)

b) Find arealet af M.

¢) M roteres 360° omkring X - aksen, hvorved der fremkommer et omdrejningslegeme.
Bestem dette legemes rumfang V..

Omradet begrenset af graferne for funktionerne f'(x)=3— x? og g(x)= x?+1 drejes
360° om x - aksen. Find rumfanget af det fremkomne omdrejningslegeme.

Lad M vare omridet, der begranses af grafen for funktionen f(x) = Jx samt linierne x
=1ogx=4.

a) Find arealet af M

b) Find koordinaterne til tyngdepunktet for M. M antages at vare homogent.
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Opgaver til kapitel 7

7.11 a) Tegn graferne for funktionerne f(x)=3x—x> og g(x)=x-3

b) Graferne begraenser en punktmangde M. Find arealet af M.
c¢) Find koordinaterne til tyngdepunktet for M. M antages at veere homogent.
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Appendix 1 Kort vejledning til lommeregner Ti.89

Appendix 1. Kort vejledning til lommeregner Ti-89

I dette appendix gennemgés kort hvorledes man kan lese nogle ofte foreckommende matematiske
problemer sdsom ligningslesning , differentiation, integration osv.
Det forudsettes dog, man kender de almindeligste méder at indtaste og beregne simple udtryk.

Indstillinger: I det folgende forudsettes folgende indstillinger.

Tryk Mode P Valg Graph: Function P Current Folder: Main P Display Digit: Float (eller Float
6) P Angle: Degree (hvis det er geometri) Radian (ellers) P Exact/Approx: Auto

Man kan vaelge en anden “folder” ved Vat Link: F1

Fordelen ved “Auto” er, at er de indtastede tal eksakte (ikke decimaltal) er resultatet eksakt,
trykkes pé gul tast og ENTER fés resultatet som decimaltal.

Nar intet andet er naevnt forudsattes at man star i “HOME” (tryk eventuelt pa tasten “Home)

Reducere udtryk:
Reducér 2x° —[xs —3x2)(2x4 - )
Lesning: F2: 3 expand (2x"9-(x"5.3x"2)*(2x"4-x),X). Resultat: 7x"6-3x"3

Lese 1 ligning med 1 ubekendt
Los ligningen x3 —6.x> +9x-2=0
Lesning: F2: solve(x"3-6x"2+9x-2=0,x) ENTER

Resultat: x =2 or x = —(\/5 - 2) or x= \/g +2

Los ligningen x3 —6.x2 +9x-2=0 ,hvor0< x<3
Lesning: F2: solve(x"3-6x"2+9x-2=0,x) | 0<xand x <3 ENTER

and og < findes ved MATH, 8: TEST Resultat: x =2 or x = _(ﬁ - 2)

Lese 2 ligninger med 2 ubekendte.
Los ligningssystemet

2x-3y=4
-x+5y=3
Lesning: F2: solve(2x-3y=4 and -x+5y=3,{x,y}) Resultat: x =29/7 and y = 10/7

128



Appendix 1:

Vektorer
Leengde af vektor

5
CATA LOG p norm p norm([-3,1,5])

Find lengden af vektoren (1 J

Skalzert produkt (prikprodukt)
2

=315
5 1

CATA LOG p dotP p dotP([2,-31,[-4,5])

Find

Vektorprodukt (krydsprdukt)
-3) (-1

Find |1 |x| -1
5 4

CATA LOG p crossP p crossP([-3,1,5],[-1,-1,4])

Vektorer i polere koordinater

1) Omregn vektoren Gj til poleere koordinater

Kort

vejledning til lommeregner Ti.89

Resultat 5.916

Resultat -2

Resultat [9,7.4]

2) Omregn vektoren 5.4 ~21.8° til retvinklede koordinater
3) Udregn 3,6 ~25°+6.1 ~120°i polare koordinater

Lesning:

1) [5,2]p Polar (p Polar kan findes under CATALOG)

2) [6.4, £21.8] (« findes over EE)
3) [3.6, £25]+[6.1, £ 120]p Polar

Definere funktion f.

x2+x

Lad F(x)=4 >
1+ x

Resultat: [5.385 ~21.80]

Resultat: [5.01 2.00
Resultat: [6.81 ~ 88.2]

Catalog P> Define P> Enter P> f(x)=4*(x"2+x)/(1+x"2) » ENTER Svar Done

Man kan nu anvende denne funktion ligesom de indbyggede funktioner sinus , osv.

Eksempel: f(2) = 24/5

Slette funktionen ( eller andet) som er gemt i Main: Var Link P find f under Main P> slet
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Appendix 1 Kort vejledning til lommeregner Ti.89

Definere et udtryk:
Skriv 4*(x*2+x)/(1+x*2) STO g ENTER (STO findes i nastnederste reekke)

Man kan nu eksempelvis finde vaerdien af udtrykket forx =2 ved g | x =2 (lodret streg findes

1 naestnederste raekke)

Tegne graf for funktion

x2+x

Tegn grafen for funktionen f (x) =4 T for -5<x<5
+ X

Leosning:

Vealg Y=P yl(x) = Skriv 4*(x"2+x)/(1+x"2) ENTER (eller f(x))

a) Velges GRAPH bliver funktionen tegnet.

b) Valges WINDOWS kan man afpasse storrelsen af tegnevinduet eksempelvis ved at sette
Xmin=-5 og xmax = 5.
Man ma prove sig lidt frem med y-vardierne indtil man har fundet en passende vaerdi.
Eventuelt kan man vaelge F2: Zoom og der vaelge eksempelvis “Zoom Fit”

Man mé vaere klar over, at sd er enhederne pa akserne ikke lige store, hvilket kan give et falsk
billede.

y

B 1\/ I= A

¢) Velges F3 : Trace, kan man nu nogenlunde aflese koordinater til punkter pa kurven

d) Velges F5: Math har man forskellige muligheder, hvoraf ikke alle er af interesse
Zero: Nulpunkter: Valg interval (er der flere nulpunkter findes kun det ene)
Minimum: Vealg interval
Maximum:Vealg interval
Intersection: Finder skeering mellem 2 tegnede kurver
Derivates: Finder differentialkvotient i givet punkt pa kurven

I f(x)dx : Finder integral fra nedre til ovre graense

Inflection: Finder “vendepunkt” for kurve

Distance: Finder afstanden mellem to punkter pé kurven

Tangent: Tegner en tangent i et punkt og angiver tangentligning
Arc: Finder kurveleengden mellem to punkter pa kurven

Shade: Skraverer omradet mellem to tegnede funktione i et interval
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Appendix 1: Kort vejledning til lommeregner Ti.89

Graensevaerdi

x2+x

Lad f(x)=4 >
1+ x

Find lim f(x) (leses limes af f{x) for x giende mod oo )
X=X,

Losning: F3:3 limit ( 4*(x"2+x)/(1+x"2) ,x,0) Resultat: 4
eller F3:3 limit ( f(x)g ,x,©)
eller F3:3 limit ( g ,x, )

Differentiation
2
fn=4""12
1+ x

1) Find f'(x)
2) Find f'(2)
Lesning: 1) d(4*(x"2+x)/(1+x"2) ,x). d findes over 8-tallet, eller vaelg F3)

—_— 2 —_— —_—
man kan naturligvis ogsa bruge fog g Resultat: 4(();2 +21>)c2 D
2) F3 d( 4*(x"2+x)/(1+x2) ,x) | x=2 Resultat: 4/25
Integration.
Ubestemt integral: Find jx 4x* +1 dx
32
. (4x2 + 1)
Lesning: 2nd j (x* \/7 (4x72+1),x). Resultat:
12
Integraltegn findes over tallet 7
2
b) Bestemt integral: Find L xV4x® +1dt :
1741
Lesning: I (x* \/_ (4x72+1),x),0,2). Resultat: 75 -1/12=5.758
2 >
¢) Numerisk integration. Find A =j e " dx med 3 betydende cifte.
0
Lesning: 2nd I (e™(-x"2),x,0,2) Resultat: 0.88208 ~ 0.882

(en stamfunktion kan ikke findes)
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Facitliste

Facitliste

1.1

1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

2.1

2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

2.9

2.10

2.11

2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18

2.19
2.20

3
2, -3

a) 3.60, £-123.69

(-1.092, 3.388)

a) 93 sm
165.75°

b) 40.326°, 91.588 sm

b) 3.60, £-56.31

Z A=9591", /B=3542", /C=48.07"
a)-  b) 69.72°
Z A=68.19", /B=90°, ~C=21.80°

3
2
1

(2.3.3)

2

ja
u=235.26"
Nej

, v=70.53°

a)3 b5
2) (0,-21,-14),  b) 7.40°

X

a) | y|=
z

442
442 |,

0
kA: 0
—4

-2 7
I |+¢3 b) nej
3 3

0

, kp=|0|, k¢=
8

a) x+2y=0 b) x+2y=7

V20

96.86°

a)x-y+2z-3=0

b) (4.1.%)

a) - (463) b) (L42)
x-5y+3z=0

a) nej
90°
60°

b) (-3, 4,8)

b) x+3y-5=0

132

c)x-2=0

¢) 3.47,3.60 d) 3.23,281.74

d) (3,0,0), (5,0, 0), (2,0,0)



221

2.22
2.23

2.24
2.25

31
3.2.

3.3.

34.

4.1
4.2

4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16

4.17
4.18

5.1.
5.2
5.3
5.4
5.5

5.6
5.7

Facitliste

a) 2 b) 3 ) 30.32° d) 54.56°

a) 2x-2y-z+3=0 b) (4,7, -3) ¢) (6, 11,-7)
(x=3)2+(y-52+(z+2)* =19

(x=4)2 +(y-6)* +(z—9)* =133

a) (3,-8,0), r=3  b)(0,4,0),r=1

a) 318.48°, 305.21° b)25.60°N ¢) 168.82  160.70  d) 20.8 sm
a) (39.81°S,73.20° V) (47.50°S, 128.69° V)  b) (47.14°S, 99.01°V)

c) 438.44 d) (47.50°S, 148.41°0)

a) (52.96°N, 9.80° V) (43.04°N, 55.00° V) b) (33.74°N ,67.54° V) ) 82.037
d) 808.8

a) (55.30°N, 41.74° V) (55.74°N, 18.49° V) b)811.2 ¢) (55.30°N, 23.17° V)
d) 63.6

a) (7,0),(1,0) b) (49) c¢) -
8) (4.0),(-1,0,(04) b (3.7) o -
0,1) (3.4)

1.38m

2, 1547

0, 1.584

2

5

1.95

a) -2.155, 28919  b)28.1
5.98 = 6%

27490

41263

a) 1.162  b) 221

28,69 mm

+0.6591+ p-7r, pethelttal

k1 17.09, kl5.46
a)3, 05 2 b)0.0454, 0.2954 c) -

a) r°=0.705 ,- b) y=4078+0766-x c)-  d)79.06 ¢)[72.5;85.6]
a) y=35131087—-178555-x b)r*=0.9986 ¢ ) nej

a) r2=0.9968 ,- b) y=78899+6396-x c)64cm d)168.4 e)nej
a) r2=0.9805 ,- b)  y=100-17177-08534'  ¢) 92,77

a) r2=0.9997 ,- b) y=4344.,092-09764' ¢ )28.8 timer d) 89.9 timer
a) r2=0.9999, - b)) p=102-10" .3 c) P=9.97

a) r’=09464 .- b) p=4266312-v "% ) 297%
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Facitliste

58 a) r’=09964 ,- b) 3 =13269-x29255 ¢)4.12
59 a)r’=09606 ,- b)r’=0.9947 - c¢)y=578655-09707* d)13
5.10 a) Potensmodel 2=0.9999  b) 12.04

61 -1, o
62 12
4

63 a)y=-2x+2, y=-2x+10 b)

SIS

6.4 59.8°
6.5 a)lm/s b)ls c¢) —¢m/s
66 a)R b) 1 3 ¢)-

6.7 a)R b) O,intet ¢c)0<y<?2 d) -
68 a)2 -1 b)) -w<y<50 ¢ -
2

69 —2<y<—
33
6.10 a) -501 b)5 1, 093
6.11 a) 2.237 4.046 b) -1<y<3 o©)-
6.12. 0.7166<x<2

1
613 1

6.14 24.00
6.15 a) x-y+%x2, 2y+(1+§)x b) a

¢) 1.40 m?
4+

6.16

10
6.17 a)\/g, b) 1,1
3

20

6.18

6.19 a) 0.5029 b) 1.00
6.20  30°

6.21 400

6.22 679.17 b) 2.94 c) 14.81
6.23 a) 8.33 b) 100 ©) 50 d) 104.2
6.24 a) 13.90°, 76.09° b) 19.57s 79.04 s
625 a) t=1,(3,0) =2,(0,0) =3, (-1,0)  b) =2, (0,0) =4, (0,6)
) t=2.58 (-0.82,-0.39), t=142 (1.44,039) d)t=3 (-1,0) e)-

626 a) - b) (2.1),(-2,1) ¢) (0,0)(0,3) d) 60° e) (—2*/7,1], (2*/7,1j
9’9 9’9

621 0 - b (1) (14 (14) (1Y

628 a) 1) 79700 600 2) 62000 6000 3) 52300 b) 40 ) 15
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7.1

7.2
7.3

7.4

7.5
7.6

7.7
7.8
7.9

7.10

3
2

2.(3-sin9(X) +1) b)  x—In(e* +1)

a) 0.961 b) 6.70 c¢) 2.41

28
3

a)- b))
03667, 104.5
3.83
I
a)y=x by ¢ o H7
2,
93 45

TN (_,—] = (2.657 ; 08036

D 5 D) (3556) = )
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Sti kord

STIKORD

A af potensfunktion 94
acceleration 97 af sammensat funktion 93
accelerationsvektor 106 standardfunktioner 94
addition af vektorer 2 af trigonometriske funktioner 94
additionsformeler 67 regler 92
afledet funktion 97
anden afledet 97 E
afstand egentlig vektor 2
punkt til linie 24 eksponentialfunktion 58
punkt til plan 27 eksponentiel notation 55
aftagende funktion 53 ekstrapolation 79
amplitude 68, 69 enhedscirkel 64
arcusfunktioner 68 enhedsvektor 3
areal af parallelogram 10
areal af punktmaengde 119, 120 F
afstandsformel 27 facitliste 132
asymptote 99 fart 106
faseforskydning 67 , 69
B fordoblingstid 61
basisvektorer 4, 13 forklaringsgrad 77
begyndelsespunkt i koordinatsystem 13 frekvens 70
bevagelse, retlinet 17, 105 funktion
brekregel for differentiation 92 aftagende 53
belgelengde 70 eksponential 58
lineer 56
C logaritme 59
cirkelbevaegelse 106 monoton 53
cosinus 65 omvendt 53
cos™! 68 periodisk 65
cosinusrelationerne for sfaerisk trekant 42 potens 54
cylinder 31 sammensat 93
trigonometrisk 65
D voksende 53
definitioner undersogelse 98
egentlig vektor 2
enhedsvektor 3 G
leengde af vektor 2, 16 Grundrelation i trigonometri 67
nulvektor 2 gennemsnitsomkostning 108
ortogonalitet 9 grenseomkostning 108
vektoraddition 2 greenseomsatning 108
determinant 10 greenseverdi 87
differenskvotient 89
differentialkvotient 88, 90 H
differentiation halveringstid 61
af eksponentialfunktion 94 hastighedsvektor 106
af logaritmefunktion 94 hzldningskoefficient 90
af omvendt funktion 93 hgjrestilling 13
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Sti kord

momentvektor 21

I
impedans 68 N
indskudssatning for vektorer 2 naturlig logaritme In 59
integral navigationsformler 46
bestemt 117 nulpunkter 98
ubestemt 114 nulvektor 2
integrand 114 normalvektor til plan 24
integration 114 numerisk integration 122
numerisk 122
integrationsproven 114 O
integrationsregler omvendt funktion 53
partiel 115 omvendt trigonometrisk funktion 68
substitution 115 Opgaver
til kapitel 1 11
K til kapitel 2 34
kegle 31 til kapitel 3 52
Keplers lov 55 til kapitel 4 72
kinematik 105 til kapitel 5 83
kontinuitet 88 til kapitel 6 110
koordinater til kapitel 7 126
for plane vektorer 4 optimering 57, 102
for vektorer i rummet 13 outliers 79
polere 8 overgangsformler 67
koordinatsystem ortogonalitet 9
iplanen 4
irummet 13 P
korrelationskoefficient 77 parabel 56
kraefternes parallelogram 2 parallelepipedum 12, 30
kugle 32 parallelogram’s areal 10
parameterfremstilling for linie 16
L periodisk funktion 65
ligning plan
kugle 32 1 rummet 24
plan i rummet 26 ligning 25
lineer funktion 56 polartrekant 40, 41
linier i rummet 16 poler 38
linier, vindskave 18 polare koordinater 8
logaritmer positiv omlgbsretning
naturlig In 59 polyedre 30
titals log 59 polynomium
regler 60 af 1. grad 56
leengde af vektor 2, 6 af 2. grad 56
afn’te. grad 56
M potensfunktion 54
maksimum 99 potensregler 54
mindste kvadraters metode 76 prikprodukt 6
mindsteverdi 99 prisme 30
minimum 99 produktregel for differentialkvotient 92
monoton funktion 53 pyramide 31
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Sti kord

R
radian 64
radioaktivt henfald 60
regneregler
differentiation 92
logaritme 60
potens 54
vektorprodukt 20
regression 74
ligning 75
lineaer model 75
renteformel 62
residual 76
retningsvektor for linie 16
retningsvinkel 7
Richter-skala 63
rotation 20

rumfang af omdrejningslegeme

rumgeometri 12

S
sammensat funktion 93
sfaerisk

geometri 38

koordinater 41

tokant 39

trekant 39

trekant, retvinklet 44
sinus 65
sin”' 68
sinusrelationerne

for sfaerisk trekant 42
skalarprodukt 6, 15
skra kast 107
skaering

mellem to linier 18

mellem linie og plan 28
stamfunktion 114
standardfunktioner 53, 54
stedvektor 5
storcirkel 38
starsteveerdi 99
subtraktion af vektorer 3
svingninger 68
svingningstid 69

138

tangentplan til kugle 33

tan”' 68

tangens 65

tangent til kurve 90

tangentplan til kugle 33

tetraeder 14

TI-89 Vejledning 128

titalslogaritme 59

tokant 39

trekant, sfaerisk 39

trekantstilfaelde, sfaerisk 45

trigonometriske
additionsformler 67
funktioner 64
grundrelation 67
ligninger 66
overgangsformler 67

tvervektor 9

tyngdepunkt 124

U

v
vekselstrom 68
vektor
addition 2
iplanen 1
1rummet 12
koordinater i planen 4
lengde 2,6
multiplikation med tal 3
produkt 20
retningsvinkel 7
subtraktion 3
vinkel
indvendig 20
mellem vektorer 8 , 15
mellem linier 19
mellem linie og plan 29
mellem planer 20
vinkelmal , naturligt 64
vinkelfrekvens 68
vindskave linier 18
voksende funktion 53

volumen af omdrejningslegeme 122

(]
Okonomi 108





