Euklid - Pythagoras sætning:  
Kvadratet på den ene katete + kvadratet på den anden katete = kvadratet på hypotenusen.
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	Vi ser nedenfor på den udgave af Pythagoras sætningen vi møder hos Euklid. Dette er et eksempel på tankegangen og formen i den klassiske græske matematik.
Spm1: Pythagoras sætning om den retvinklede  trekant er kendt. Normalt opfatter vi det som en sætning om forholdet mellem talstørrelser:
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I den oprindelige version opfattede man det mere som en sætning, der udtalte noget om sammenhængen mellem nogle arealer:

Arealet af kvadratet på hypotenusen er lig summen af arealerne af kvadraterne på de to kateter.

Hvorfor er det samme sætning?

Spm2: I beviset viser Euklid, at det røde kvadrat har samme areal som det stiplede røde rektangel, og det grønne kvadrat har samme areal som det stiplede grønne rektangel. 

Hvorfor har vi så vist Pythagoras sætning?

Spm 3: Hvordan ville vi i dag argumentere for at det røde kvadrat overfor har det dobbelte areal af den røde trekant nedenfor? Hvilken regel ville vi bruge?
Spm 4: Hvordan ville vi i dag argumentere for at den røde trekant ovenfor har det samme areal som denne røde trekant ? Hvilken regel ville vi bruge?
Spm 5: Hvordan ville vi i dag argumentere for at den røde trekant ovenfor har det samme areal som denne røde trekant ? Hvilken regel ville vi bruge?
Spm 6: Hvordan ville vi i dag argumentere for at den røde trekant ovenfor har det samme areal som denne røde trekant ? Hvilken regel ville vi bruge?
Spm 7: Hvordan ville vi i dag argumentere for at den røde trekant ovenfor har det halve areal som dette røde rektangel? Hvilken regel ville vi bruge?
Spm 8: Hvorfor har vi nu vist sætningen?



Euklid’s Elementer er en samling på 5 bøger, der samler og systematiserer meget af den matematiske viden  man har på Euklids tid (ca år 300 før kristi fødsel). 
Nedenfor ses en række udvalgte sætninger fra bog 1, der alle bruges i beviset for Pythagoras sætning. Nogle af sætningerne handler om forhold mellem arealer. 
Spm 9: Læs sætningerne om forholdet mellem arealer igennem. Læs derefter dit svar på spm 3-7 igennem igen. Euklid har brugt reglerne som de står nedenfor. Hvilken regel har han brugt i … 
spm 3: 
spm 4: 
spm 5:
spm 6: 

spm 7: 

Spm 10: Læs sætningerne om hvad man kan konstruere (og hvordan). Kan du give eksempler på hvorfor disse konstruktioner skal bruges for at sætningen og beviset giver mening. Husk at det vi starter med bare er en retvinklet trekant.
	Sætningerne der handler om forholdet mellem arealet:

	[image: image9.jpg]lad Cirkel GIK vzre tegnet med D som Centrum
og DG som Radius.
Da nu Punkt B er Centrum i Cirkel CGH,

er BC = BG. Da endvidere Punkt D er Cen-
trum i Cirkel GIK, er

DK =DG; ogpaadem
ere Stykkerne DA og
DB ligestore; altsaa er
Resten AK lig Resten
BG. Men' det blev
ogsaa bevist, at BC
er lig BG. Altsaa er
baade AK og BC lig
BG. Men Sterrelser, E
som ere ligestore med
den samme Storrelse, ere indbyrdes ligestore.
Altsaa er AK = BC.

Altsaa er der ud fra det givne Punkt A af-

sat en ret Linie AK lig den givne rette Linie
BC,K's.'g

3.

Paa den storste af to givne uligestore rette
Linier at afskare en ret Linie lig den mindste.
Lad AB og C vare de to givne uligestore
rette Linier, og lad AB vare den stgrste af

dem. Man skal da paa den storste AB afskare

en ret Linie lig den mindste C.
Lad AD vare afsat ud fra Punkt A lig
den givne rette Linie C, og lad Cirkel DEF
vaere tegnet med

A som Centrum og
AD som Radius.

F : Da nu Punkt A

: er Centrum i Cirkel
DEF,er AE = AD.
Men C er ogsaa

lig AD. Altsaaer

baade AE og Clig AD. Altsaa er AE = C.

Altsaa er der paa den storste AB af to
givne uligestore rette Linier AB og C afskaaret
AE lig den mindste C; h. s. g.

D

4.

Naar to Trekanter have to Sider parvis
lLigestore og de Vinkler, der indesluttes af de
ligestore rette Linier, ligestore, saa ville de ogsaa
have Grundlinierne ligestore, og Trekanterne
ville vaere ligestore, og de ovrige Vinkler, over-
Jfor hvilke de ligestore Sider ligge, ville vare
parvis ligestore.

Lad AB
de to Sider
Sider DE og
DF, og hvo
da: at Gru
EF, at /\ 2
ovrige Vink
ligge, ville 1
ligestore, A
<~ DEF og
£ DFE.

Naar ne
leegges paa /
Punkt A
Punkt D og
Linie AB p3
Linie DE, §
B treffe i
AB dazkke
falde paa de
4 EDF.

F, fordi AQ
vil Grundli
hvis Grund
treeffer i E





	

	[image: image10.jpg]have samme Grundlinie BC og ligge mellem de
samme Paralleler BC og AH. Af samme Grund
er ogsaa / /EFGH = [ 7EBCH. Fglgelig er
[ABCD = /5] EFGH.:

Altsaa: Parallelogrammer paa ligestore
Grundlinier og mellem de samme Paralleler ere
ligestore; h. s. b.

37

Trekanter paa samme Grundlinie og mellem
de samme Paralleler erve ligestore.

Lad ABC og DBC vare Trekanter paa
samme Grundlinie BC og mellem de samme
Paralleler AD og BC. Jeg siger da: /\ ABC
=1/ DBC.

Lad AD vare forlenget til begge Sider til E
og F, lad BE vare trukken gennem B parallel- med
CA, og lad CF vare trukken gennem C parallel
med BD.

Saa ere EBCA og DBCF Parallelogrammer ;
og de ere ligestore, thi de ligge paa samme Grund-
linie BC og mellem

de samme Paral- £

leler BC og EF.

Men /\ ABC er
Halvdelen af

A D F
e B ¢
/_7JEBCA, thiDia-

gonal AB halverer det; og /\ DBC er Halvdelen
af /77 DBCF, thi Diagonal DC halverer det;
altsaa er /\ ABC = /\ DBC.

Altsaa: Trekanter paa samme Grundlinie

og mellem de samme Paralleler ere ligestore;
h. s. b.

38.

Trekanter paa  ligestore Grundlinier og
mellem de samme Paralleler eve ligestore.

Lad ABC og DEF vare Trekanter paa
ligestore Grundlinier BC og EF og' mellem de
samme Paralleler BF og AD. Jeg siger da:
A NBC=" ADEN.

Lad nemlig AD vzre forlenget til begge
Sider til G og H, lad BG vare trukken gennem
B parallel med CA, og lad FH vere trukken
gennem F parallel med ED.

Saa ere baade GBCA og DEFH Parallelo-
grammer; og /7 GBCA er lig /7 DEFH; thide

ligge paa ligestore

G 4D H Grundlinier BC og
EF og mellem de
samme Paralleler BF
og GH. Men /\ ABC

B 1.¢ E F

er Halvdelen af
/7 GBCA, thi Dia-
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Linierne BC og EF er de to ”paralleller”, og BC er grundlinjen

	[image: image12.jpg]= /\ FCE, en stgrre lig en mindre; hvilket er
umuligt. Altsaa er AF ikke parallel med BE.
Paa samme Maade ville vi kunne bevise, at

B c £

heller ikke nogen anden er det undtagen AD.
Altsaa er AD parallel med BE.

Altsaa: ligestore Trekanter paa ligestore
Grundlinier og paa samme Side ligge ogsaa
mellem de samme Paralleler; h. s. b.

41.

Naar et Parallelogram har samme Grund-
linie som en Trekant og ligger mellem de samme
Paralleler, er Parallelogrammet dobbelt saa stort
som Trekanten.

Lad nemlig /7 ABCD have samme Grund-
linie som A\ EBC, nemlig BC, og ligge mellem
de samme Paralleler BC og AE. Jeg siger da:
/7 ABCD = 2 /\ BEC. '

Lad AC vare dragen.

Saaer /\ ABC = /\ EBC; thi de ligge paa
samme Grundlinie BC og mellem de samme Paral-
leler BC og AE. Men /" JABCD er lig 2 /\ ABC;

E

thi Diagonal AC halverer det. Fglgelig er ogsaa
[7ABCD = 2 /\ EBC.

Altsaa: naar et Parallelogram har samme
Grundlinie som en Trekant og ligger mellem de
samme Paralleler, er Parallelogrammet dobbelt
saa stort som Trekanten; h. s. b.

42.

At konstruere et Parallelogram lig en given
Trekant og med en given rvetlinet Vinkel.

Lad ABC vare den givne Trekant og D
den givne retlinede Vinkel. Man skal da kon-
struere et Parallelogram lig /\ ABC og med den
retlinede Vinkel D.

Lad BC vare halveret i E, lad AE vare
dragen, lad £ CEF = £ D vare konstrueret

43
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Linierne BC og AE er de to ”paralleller”, og BC er grundlinjen

	
	

	
	

	Nogle sætninger handler om hvad man kan konstruere (og hvordan):
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Fra et Punkt udenfor en given ubegrenset
ret Linie at nedf@lde en ret Linie lodret paa
den givne.

Lad AB vare den givne ubegransede rette
Linie og C det givne Punkt udenfor den. Man
skal da fra det givne Punkt C udenfor den givne
ubegraensede rette Linie AB nedfelde en ret
Linie lodret paa AB.

Lad der nemlig paa den anden Side afden
rette Linie AB vare taget et vilkaarligt Punkt
D, lad Cirkel EFG
vaere tegnet med C
som Centrum . og
CD som Radius,
lad den rette Linie
EG vare halveret
iH, og ladderette 4 ®
Linier CG, CH og D
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Fra et Punkt udenfor en given ubegrenset
ret Linie at nedf@lde en ret Linie lodret paa
den givne.

Lad AB vare den givne ubegransede rette
Linie og C det givne Punkt udenfor den. Man
skal da fra det givne Punkt C udenfor den givne
ubegraensede rette Linie AB nedfelde en ret
Linie lodret paa AB.

Lad der nemlig paa den anden Side afden
rette Linie AB vare taget et vilkaarligt Punkt
D, lad Cirkel EFG
vaere tegnet med C
som Centrum . og
CD som Radius,
lad den rette Linie
EG vare halveret
iH, og ladderette 4 ®
Linier CG, CH og D





Punktet er C og linjen vi nedfælder på er AB.
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	(Sætningen siger egentlig at man kan konstruere et kvadrat og i beviset fremgår det så hvordan)



Euklids bevis for Pythagoras sætning.
Her er Euklids bevis. Prøv at læse det igennem. Du behøver ikke forstå det hele. Forstå det du kan. Sammenhold med det foregående ved at skrive fx spm 5 der hvor Euklid forholder sig til det problem, der er beskrevet i Spm 5 i det foregående. Marker evt med en streg og et ? de passager, som du ikke forstår betydningen af.
[image: image21.jpg]DB er lig BC, og FB er lig BA, saa ere deto
Sider DB og BA parvis lig de to Sider CB og
BF; og £ DBA er lig £ FBC; altsaa er Grund-
linie AD lig Grundlinie FC; og /\ ABD er lig
/\FBC. Men /_/BK erlig 2 A\ABD) thi de have
samme Grundlinie BD og ligge mellem de
samme Paralleler BD og AK; og Kvadrat
GB er lig 2 /\ FBC, thi de have samme
Grundlinie FB og ligge mellem de samme
Paralleler FB og GC; altsaa er/ 7 BK lig Kva-
drat GB. Paa samme Maade vil man ved at
drage AE og BI kunne bevise, at //CK er
lig Kvadrat HC. Altsaa er hele Kvadrat BDEC
lig Summen af de to Kvadrater GB og HC.
Men BDEC er [] BC, GB og HC ere [ ] BA
"og [J AC. Altsaa er [] BC = [BA +
] AC.

Altsaa: i en retvinklet Trekant er Kvadratet

paa den Side, der ligger overfor den rette Vinkel,
lig Summen af Kvadraterne paa de Sider, der
indeslutte den rette Vinkel; h. s. b.

48.
Naar Kuvadratet paa en af Siderne it en
Trekant er lig Summen af Kvadraterne paa

Trekantens to andre Sider, ev den Vinkel, der
indesluttes af Trekantens to andre Sider, vet.

Lad nemlig Kvadratet paa en af Siderne
BC i /\ ABC vare lig Summen af Kvadraterne
paa Siderne BA og AC. Jeg siger da, at Z:BAC
er ret.

Lad nemlig AD veare oprejst fra Punkt A
vinkelret paa den rette Linie AC, lad AD
vere afsat lig BA, og lad DC vare dragen.

Da nu DA er lig AB, er ogsaa [] DA =
[] AB. Lad [] AC vere lagt til dem begge,
saa er [] DA + [ AC = (O BA + JAE:
Men [] DC er lig (J DA + [ AC, thi
~ DAC er ret; og []BC
er lig [] BA + [ AC,
thi det er givet; altsaa er
[] DC = [ BC. Folge-
lig er Side DC ogsaa lig
l Side BC. Da tillige DA

er lig AB, og AC er
felles, saa ere de to Sider
DA og AC lig de to

- Sider BA og AC; og Grundlinie DC er lig

Grundlinie BC; altsaa er £ DAC = 24 BAE:
Men <~ DAC ‘er ret. Altsaa er £ BAC
ogsaa ret.



[image: image17.jpg]DE og AD = BE. Men AB er lig AD;
altsaa ere de fire BA, AD, DE og EB
ligestore. Altsaa er /7 ADEB ligesidet. Jeg
siger da, at det ogsaa er retvinklet. Thi da
den rette Linie AD har skaaret Parallelerne AB
og DE, saaer £ BAD 4+ £ ADE

lig to rette. Men £ BAD er ¢

ret. Altsaa er £ ADE ogsaa
ret. Nu ere i et Parallelogram
de modstaaende Sider og Vinkler
indbyrdes ligestore. Altsaa ere
ogsaa begge de modstaaende
Vinkler ABE og BED rette. 4 B
Altsaa er [~/ ADEB retvinklet.

Desuden blev det bevist, at det er ligesidet.

Altsaa er det et Kvadrat, og det er tegnet
paa den rette Linie AB; h. s. g.

47.

I en retvinklet Trekant er Kvadratet paa
den Side, der ligger overfor den vette Vinkel,
lig Summen af Kuvadraterne paa de Sider, der
indeslutte den rette Vinkel.

Lad ABC vare en retvinklet Trekant, hvor

5

£ BAC er ret. Jeg siger da, at [ BC er lig
OJBA + [JAC.

Lad der nemlig paa BC vare tegnet et
Kvadrat BDEC og paa BA og AC Kvadra-
terne GB og HC, lad AK vare trukken gennem
A parallel med BD eller CE, og lad AD og
FC vare dragne.

Da nu begge Vinklerne BAC og BAG
ere rette, saa ere de to rette Linier AC og
AG tegnede ud fra et Punkt A paa en ret
Linie AB til hver sin Side, saa at Vinklerne ved
Siden af hinan-
den ere lig to
rette. Altsaa
ligge AC og AG
i Forlengelse af
hinanden. Af
samme Grund
ligge ogsaa BA
og AH iForlen-
gelse afhinanden.
Nu er"Z DBC
= £ FBAj; thi
de ere begge
rette. Lad £ ABC vare lagt til dem begge,
saa er hele £ DBA lig hele £ FBC. Da nu
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Hvordan hænger det hele sammen?
I kan finde Euklids elementer i en interaktiv udgave her   http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
Prøv fx at gå ind på Sætning 37 (Proporsition 37) som vi har brugt ovenfor. Giv eksempler på hvilke sætninger der er brugt for at vise den (De står ude i kanten) 

[image: image19.png]'s Elements, Book I, Prop

n 37 - Windows Internet Explorer

=T
[ €] titp:1alepho. clrku.eduj-djoyce javajelementsfbooki/propta? html =] (& [%2 ][ x| [ sooge-oc 28

€]

©
Fier Redger Vi Favortter Funktionsr Hialp x & -
B T e S T M SO S ——— 2
£

] categoryBach, Johann Seba.

__" | B v B - - Sde Skemed~ Fukioner - @)

FEuclid’s Elements
Book 1
Proposition 37

Triangles which are on the same base and in the same parallels equal one another.
Let ABC and DBC be triangles on the same base BC and in the same parallels 4D and BC.

T say that the triangle ABC equals the triangle DBC.

7 4 D 7 Produce AD in both directions to  and F. Draw BE through B parallel to C4, and draw CF Post2
through C parallel to BD. 1t
Then each of the figures EBCA and DBCF s a parallelogram, and they are equal, for they areon | __
the same base BC and in the same parallels BC and EF.
B ©

Moreover the triangle ABC is haf of the parallelogram EBCA, for the diameter AB bisects it. And the triangle DBC is half of the parallclogram e
DBCF, for the diameter DC bisects it

Therefore the triangle ABC equas the triangle DBC.
Therefore riangles which are on the same base and in the same parallels equal one another.
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Bemærk at der ikke er nogen sætninger der har højere nummer end nr 37, som vi er ved at bevise. Hvorfor ikke?
Mathematical Mystery Tour på YouTube

På YouTube ligger en række udsendelser, der prøver at indkredse hvad matematik er. De første to kan godt bruges til en grundlæggende debat om hvad der er det specielle ved matematik i forhold til (andre) naturvidenskabelige fag, om matematik’s opgave som ”rollemodel” for naturvidenskaben og om Euklids opgave som ”rollemodel” for matematikere.  
http://www.youtube.com/watch?v=vPSx2CkKE3c
http://www.youtube.com/watch?v=Z8b5KW3RCjI&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=dAO2hFgFR3Q&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=SzYRGrweG0k&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=QRT7OB4GSSg&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=aWplLQM7ZmM&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=NvMZ__xXOng&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=K81LUNJT-z8&feature=related
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