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Abstract

This paper explores the significance of complex numbers, which are an extension to our familiar
real numbers. The complex numbers give us the opportunity to solve equations that we otherwise
have to abandon. With knowledge of complex numbers it is possible to solve e.g. equations that are
relevant in several physical applications. A complex number is composed of a real part and an
imaginary part. The unit on the imaginary axis is denoted i or j and its square is -1.

The paper examines several ways to write the complex numbers depending on which context they
are used in and it explores calculations with the numbers (which are broadly conducted in the same
way as with real numbers).

The study introduces complex numbers as pairs of real numbers, and later it is shown how it is
possible to see the numbers in a two-dimensional coordinate system with a length and direction
angle. The paper examines how to solve complex equations and it also includes Euler’s formula.
The complex numbers are especially useful in calculations on AC circuits to describe voltage,

current and impedance, which we explore in three experiments with alternating current.
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1. Indledning

I dag er tal blevet en sa integreret del af vores hverdag, at det er sveert at forstille sig én uden. Da
man op gennem tiden har skullet lgse forskellige problemstillinger i takt med naturvidenskabens

udvikling, er tallene gradvist blevet udvidet, sa vi i dag har:

De naturlige tal: N=1{1,23,4,5.. o}

De hele tal: Z={-..—2,—-1,0,1,2..00}
Rationelle tal: Q= {% la€EZ ANbEN ADb # O}
Reelle tal: R = { alle tal pa den reelle tallinje}

Viseraltsa,at Nc Z c Q c R.

Ved brug af ovenstaende tal kan vi lgse langt stgrstedelen af alle matematiske problemstillinger.
Ved lgsningen af en andengradsligning lerer vi dog tidligt, at hvis diskriminanten er negativ, har
ligningen ingen lgsning. Dette problem opstar eksempelvis i ligningen x? = —1, da der intet tal
findes, som ganget med sig selv giver et negativt tal. I nogle situationer kan det dog vere meget
nyttigt at kunne ’lgse” denne og lignende ligninger. Dette bliver muligt ved udvidelse af
talsystemets reelle tal til de komplekse tal, C, hvor man indfgrer det ikke-reelle tal i. Tallet i har den

egenskab at i2 = —1.

Det kan umiddelbart virke underligt at indfgre denne definition, for hvem har dog egentlig brug for
at tage kvadratroden af -1. Det viser sig dog i beregninger med vekselstrgm, at man kan lette
udregningerne en hel del ved at regne med komplekse tal, hvilket vi i opgaven vil se nermere pa i

henhold til tre udfgrte forsgg med hhv. en spole, kapacitor og et delefilter i vekselstrgmskredslgb.

For vi gar til vekselstrgmmen, vil vi orientere os i de komplekse tal rent matematisk, samt lere

hvordan man regner med dem.
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2. Grundlaeggende om de komplekse tal, C:

Indfersel af de komplekse tal - talpar

De komplekse tal er som fgr nevnt en udvidelse af de reelle tal, som vi alle kender til. Mens de
reelle tal kan findes som et bestemt punkt pa en talakse (f.eks. en x-akse), markeres de komplekse
tal derimod i et todimensionalt plan (et koordinatsystem med en x- og en y-akse).

Vi indfgrer nu de komplekse tal, z, som talpar bestaende af to reelle koefficienter — opdelt i

realdelen, a; (ogsa kaldet Re(z)) samt imaginardelen, a, (ogsa kaldet Im(z)):

(21) zZ = (al, az) |a1 FAN a,; ER

Ved at indfgre fglgende mader at addere samt multiplicere komplekse tal, opnar vi, at alle de basale

regneregler for de reelle tal gzlder'.

(22) Addition: (al, az) + (b1’ bz) = (al + bll a,; + bz)

(23) Multlpllkatlon (al, az) ) (b1’ bz) = (al ) b1 —dap- bz ,aAq " bz + a, - bl)

Vi vil nu vha. af (2.2) og (2.3) vise, at nogle af de seedvanlige regneregler for de reelle tal ogsa
galder for komplekse tal. Ved f.eks. addition af tallet nul (nulelementet) til et reelt tal, fas det
oprindelige reelle tal. Det gaelder ligesa ved addition af nulelementet (0,0) til komplekse tal. Vi
bruger (2.2): (a;,a;) +(0,0) =(a; +0,a, + 0) = (ay,a,)

For at vise, at det ikke bare er et tilfaelde, at ovenstaende regneregel ogsa gaelder for komplekse tal,
tager vi et eksempel mere. Lad os denne gange se, om den kommutative lov ogsa gelder for

multiplikation af komplekse tal. Vi s@tter a = (a4,a,) og b = (by,b,) og viser,ata-b =b - a:

Venstre side: (a ) b) = (al, az) - (bll bz) = (al ) b1 —day- bz ,aAq " bz + a, - bl)
Hgjre side: (b-a) = (by,by) - (ay,az) = (b1 ay — by az, by - ay + by - ay)
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Da vi ser, at hgjre side er lig venstre side, ma den kommutative lov galde for multiplikation af
komplekse tal savel som for reelle tal. Pa tilsvarende made kan det vises, at de resterende aksiomer

for det reelle tallegeme ogsd geelder for komplekse tal”, men det vil vi ikke ga i dybden med her.

Vi har altsa nu indfgrt et abstrakt legeme, om hvilket vi intet ved, udover at de seks aksiomer
gelder for legemet. Som Jgrgen Ebert skriver ma vi nu “forstille os, at vi er strandet pa en gde ¢
kun medbringende seks stykker veerktpj — de seks aksiomer. Ved hjeelp af disse — og kun disse — er
det vores opgave at udvikle de kendte regneregler”™. I det fglgende ser vi nermere pa denne

udvikling af tallegemet.

Den komplekse notation (2.1) kan ogsa bruges til at opskrive almindelige reelle tal — f.eks. skrives
det reelle tal 3 som (3,0). Dvs. tal, som ligger pa vores almene tallinje har andenkomponenten nul

.
og benevnes med R "

(2.4) R*=(a,0)]aeR

Alle de komplekse tal, som ikke tilhgrer R" kaldes imaginzre tal.

En anden skrivemade — rektangulzere koordinater
Nar man skal regne med komplekse tal bliver notationen z = (a4, a,) lidt besverlig at handtere, og
man har derfor valgt at indfgre en anden made at skrive samme tal uden brug af parenteser. Vi

starter med at indfgre den imagincere enhed, i:

(2.5) i=(01)

Ved at oplgfte i i anden, far vi ved brug af regneregel (2.3), at:
i?=(0,1)-(0,1)=0-0-1-1,0:-1+1-0)=(-1,0) =-1

(2.6) i=-1

Ved at multiplicere et reelt tal (f.eks. tallet 3) med den imaginare enhed i, fas et komplekst tal.
Dette ses ved anvendelse af (2.3):

3:i=(3,0)-(01)=3:0-0-1,3-14+0-0) =(0,3)
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Da vi lige har set, at (0,3) = 3 - i gaelder det ogsa, at (0,a,) = a, - i, og vi kan derfor udlede vha.
(2.4) 0g (2.2), at:
z=(ay,a;) =(a;,0)+(0,a;) =a; +i-a,

Pa baggrund af ovenstaende indfgrelser kan vi nu skrive komplekse tal, z, uden brug af parenteser,

men i stedet vha. den imagin@re enhed i. Denne form kaldes rektangulaer form:

(2.7) z=(a,a,) =a,+i-a,

Komplekse tal pa rektanguler form ggr det nemt at adskille hhv. den reelle og imaginare del.

At regne med komplekse tal
Vi har lert, hvordan man adderer samt multiplicerer komplekse tal uden den imaginare enhed i, og

vi vil nu vise, at de samme regnereglerne ogsa galder for komplekse tal skrevet med i.

Addition; z, + z,:

(2.8) (ag+i-ay)+(by+i-by)=a,+by+i-(a,+by)

Et eksempel pa addition:

G+i-2)+6+i-4)=5+6+i-2+4)=11+i-6

Subtraktion; z; — z,;

Foregar overordnet pa samme made som addition — vi subtraherer hvert for sig hhv. de reelle og

imaginare tal.

Multiplikation; z; - z5:

(29) (al‘l‘i'az)'(bl‘l‘i'bz)=al'bl_az'b2+i'(a1'b2+a2'b1)
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Udregningen mellem de to lighedstegn er a; - by +i?-a, b, + i a; - by, +i-a,-by. Vihusker

blot her, at i = —1.

Et eksempel pa multiplikation:

B+i-3)(7+i-2)
=3-7+i?-3-2+i-3:2+i-3-7
=3-7-3-2+i-(3-2+3-7)
=21-6+i-(6+21)
=15+i-27

Indfgrelsen af i giver en stor fordel ved multiplikation af komplekse tal. Her skal man bare ”gange
ind i” parenteserne — pracis pa samme made som med reelle tal. Nar dette er gjort, omskriver man

blot i2 med —1 og reducerer udtrykket.

Det komplekst konjugerede tal
Nar man skal dividere komplekse tal med hinanden, bliver det en anelse mere kompliceret end
ovenstaende multiplikation og addition. Det har i forbindelse med division vist sig at veere smart at

indfgre det komplekst konjugerede tal, da man ikke gnsker at have den imaginare enhed i staende i
a1+i-a2

Z
navneren som her: = = —=,
Zy b1+l'b2

Lad os fgrst se pa, hvad det komplekst konjugerede tal egentlig er. Det komplekse tal z’s komplekst
konjugerede tal betegnes Z, og der gelder fglgende sammenhang mellem z og Z:

(2.10) z=a1+ia, © Z=a;,—1"a,

Nar det sa kommer til division af komplekse tal, er det komplekst konjugerede tal nyttigt at anvende,
idet man forl&nger brgken med den konjugerede n@vner, og derved ender med en n@vner

bestiende af et reelt tal. Vi bruger vores sedvanlige kvadratsztning samt husker, at i? = —1:

Q11) z-z=(a;+i-ay) (ag—i-a,)=a?+as = etreelt tal
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e Z
Division; =
Z

zy _ (ag+iray) _ (ai+iray)(by—iby) _ aqg-bi+ay-by+i(a;by—az'by) _ asby+azb, . aqby—aybq
Zy - (b1+l"bz) - (b1+lb2)(b1—lbz) - a%+a% a%+a% a%+a%

(2.12)

Det ses altsa, at vi i ovenstaende tredje led forlenger med z,’s konjugerede tal, og far i fjerde led et

reelt tal i neevneren. Vi ender ud med et resultat pa rektanguler form, hvilket ofte er bekvemt.

Et eksempel pa division:

2+i4 (2+i-4)-(1+i-3) 2+i-6+1-4+i%-12

1-i-3 (1-i-3)-(1+i-3) 1-i2-9
24i-10-12 Lt
10 - !

Vi kender nu til den imaginere enhed i, og vha. af denne kan vi opskrive komplekse tal pa
rektanguler form. Vi har set, hvordan man adderer, subtraherer samt multiplicerer komplekse tal.
Vha. det komplekst konjugerede tal kan vi nu ogsa dividere komplekse tal pa en simpel made.

I det fglgende kapitel vil vi behandle en anden made at opskrive de komplekse tal — nemlig ved

oplysning af lengde samt retningsvinklen for det komplekse tal.
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3. Komplekse tal geometrisk

Den komplekse talplan
Reelle tal kan afbildes som punkter pa en én-dimensional talakse, mens komplekse tal krever to
akser — ligesom et koordinatsystem. I det komplekse talplan kaldes 1.-aksen de reelle tals akse

(eller realaksen), mens 2.-aksen kaldes den imaginceere akse.” Det komplekse tal a; + i - a, kan
betragtes som en stedvektor med koefficienterne (Z;) Langt hen ad vejen opfgrer komplekse tal sig

som vektorer, men i enkelte tilfelde, skal man adskille de to stgrrelser; f.eks. kan komplekse tal
ganges eller divideres med andre komplekse tal. Dette galder ikke for vektorer. Bilag 1 viser

forskellige reelle og komplekse tal i et todimensionalt koordinatsystem.

Polzere koordinater

Vi har nu set komplekse tal afbildet som et punkt i en plan. im

Man angiver dog ofte i stedet komplekse tal med polere 1 [&
koordinater, hvor det komplekse tal z med talparet (a4, a,) |z é "
afsattes som en stedvektor (altsa med start i origo). De polare afg(Z)D:
koordinater angiver l&ngden r (modulus) af stedvektoren samt 0 b " Re

vinklen v, som vektoren danner med 1.-aksen (argumentet). For Fig. 1: De polzre koordinater til tallet z
det komplekse tal z = a; + i - a, angives hhv. modulus og

argument pa fglgende vis:
3.1 Modulus,r = |z|
(3.2) Argument, v (vinklen fra 1. —aksen til z) = arg(z)

Vi viser nu, hvordan man udregner modulus og argument ud fra kendskab til de rektangulare
koordinater, a; og a,:

Modulus (3.1) beregnes vha. Pythagoras leresatning for retvinklede trekanter:|z| = \/a? + a2.
Ved at projicere punktet z ind pé 1.-aksen fir man en retvinklet trekant (se fig. 1').

Derved kan man finde argumentet (3.2) ved fglgende ligninger:

—1 (mod . _q (mod —1 [ hos
v = tan — ) = Sln — ) = CO0S — ).
hos hyp hyp
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En fastleggelse af bade modulus og argumentet fgrer kun til ét komplekst tal. Omvendt kan det
samme komplekse tal skrives pa flere forskellige mader med forskellige argumenter ved at addere v
med 2m op til flere gange — dvs. 2m - n, hvor n er antal perioder. Dette skyldes, at sinus og cosinus
jo er periodiske funktioner, og derfor ved man, at hvis man fgrst finder en lgsning i én periode, vil
denne lgsning ogsa kunne findes i alle de kommende og tidligere perioder. Man er ofte kun
interesseret 1 Igsningerne til komplekse ligninger i én periode, og man har derfor indfgrt begrebet

hovedargumenter, som angiver alle argumenter i intervallet [—; 7[.

En tredje skrivemade — vha. modulus og argument
Ved at se komplekse tal som stedvektorer kan man fastlegge tallene med en lengde samt en
retningsvinkel. Ved brug af modulus (r) og argument (v = arg(z)) opskriver vi det komplekse tal z

SOom:

(3.3) z=r1,=r-(cos(v) +i-sin(v))

1, er blot en anden made at skrive tallet pa med oplysning af hhv. l&ngde og vinkel.

Et eksempel pa et komplekst tal skrevet med poleere koordinater:

Talletz= (3+1i-2)

Modulus r beregnes: |z| =V32%2+ 22 =+/13
Argumentet v beregnes: arg(z) = v © cos(v) = hos = 2 o v =cos™! (i) ~ 0,59
g gnes: g nyp Y13 7S )

Vi kender nu modulus og argumentet for z og kan skrive tallet vha. pol@re koordinater:

z = V13450 = V13 - (c0s(0,59) + i - sin(0,59))

fm—akse

=3+ 2

sin( L’) 1
a "3(4' ) Re—akse

cos(u)
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Skrivemaden ry , som vises i (3.3), giver mulighed for geometrisk fortolkning af multiplikation,

hvilket vi vil se neermere pa i det fglgende.

Multiplikation med polaere koordinater
Fordelen ved skrivemaden r, (3.3) bliver sarlig nyttig ved multiplikation (samt division) af

komplekse tal. For multiplikation gelder nemlig:

(3.4 a, by, =(a-b)yiw

Eller sagt med ord:

3.5) Man multiplicerer komplekse tal ved at multiplicere modulerne samt addere

argumenterne.

Denne satning vil vi bevise. Til dette formal har vi brug for de to additionsformler for sinus og
cosinus, som ikke bevises her (beviserne kan findes i henvisningen i slutnoten""):

a. cos(v+w) = cos(v) - cos(w) — sin(v) - sin(w)

b. sin(v + w) = cos(v) - sin(w) + sin(v) - cos(w)

a. + b. anvendes 1 beviset herunder ved na®stsidste udregning.

Bevis for (3.4) og (3.5):

a, =71-(cos(v) +i-sin(v)) A b, =s-(cos(w) +i-sin(w))
a, b, = (r *(cos(v) +i- sin(v))) . (s *(cos(w) +i- sin(w)))
=7rs- ((cos(v) - cos(w) — sin(v) - sin(w)) + i - (cos(v) - sin(w) + sin(v) - cos(w)))
=rs-(cos(v+w)+i-sin(v+w))
= (ab)y+w
Q.E.D.
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Som fglge af (3.4) ser vi, at:

(3.6) |21 - 2;| = 21| - | 2]

(3.7) arg(z; * z;) = arg(z,) + arg(z;)

Dette bliver nyttigt nar vi skal til at regne senere.

For at ggre setning (3.4) mere forstaelig, ser vi nu et eksempel for multiplikation bade regneteknisk

samt geometrisk:

Et eksempel pa multiplikation med polcere koordinater:

Beregning:

To komplekse tal pa rektanguler form: z; = 2+i-2Az, =i-3
Samme tal pa r,-form: z; = (\/§)§ Az, = 3;
Vi bruger (3.4):
42y = (z-ﬁ)%-3g= (2-3-&)(%) = (6-\/5)3%

Geometrisk fortolkning af multiplikation i koordinatsystem:

] 22 Jon—akse
. 6
z2
2.36 rad
1.57 rad zf
1
0.785 rad Re—akse
6 1 10

December 2013 13



SRP - Komplekse tal og vekselstrgm

Helene Eiken

Multiplikation vha. de Moivres formel:
Vi ser nu igen pa s@tning (3.6) og (3.7), og sammenholder det med specialtilfeeldet, hvor z; = z, =
z. Vi kan generalisere reglerne, sa de ikke kun galder for tal oplgftet i anden, men for tal oplgftet i

viii

n-te eksponent” . Der galder, at:

|2z 2 2| = |z| - |z| - |2| - |z] = |z|*

arg(z-z-z-z) = arg(z) + arg(z) + arg(z) + arg(z) = 4 - arg(z)
Ved fortsat multiplikation af tallet z, fas de generelle regneregler:
(3.8) |z = |z["

(3.9 arg(z™) = n-arg(z)

Ved at kombinere de to ovenstaende satninger, kommer vi frem til en meget nyttig formel til at
beregne komplekse tal i potens — nemlig z". Formlen er opkaldt efter matematikeren Abraham de
Moivre, som ogsa var manden, der indfgrte den imaginzre enhed™. For tallet z = r(cos(v) +i-

sin(v)) gelder fglgende formel kaldet de Moivres formel:

(3.10) z"=7r"-(cos(n-v)+i-sin(n-v)) | n€N

Hvor r er modulus og v er argumentet til z.

De Moivres formel kan naturligvis bevises, men dette ggr vi ikke her (beviset kan findes i

henvisningen i slutnoten®).

De Moivres formel er serdeles brugbar, nar vi senere skal lgse ligningen z™ = a. Et konkret

eksempel, hvor formlen er god, er f.eks. nér man skal udregne (4 + i - 2)3:
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Et eksempel pd hvordan de Moivres formel kan bruge til beregning af z = (4 + i+ 2)3:

Fgrst findes modulus af tallet i parentesen:

r=+42422=v16+4=+20

Vi finder argumentet af tallet i parentesen:

1

_, mod 1 (2
v = tan (

m =tan Z) = 0,464

Vi har nu modulus samt argumentet for parantesen. Vi indsatter i de Moivres formel:

3 3
z=+v20 -(cos(3-0,464) +i-sin(3-0,464)) = 202-(0,178+i-0,984) =159 +i-88,0
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4. Eulers formel

Vi vil nu se pa en formel, som allerede blev opstillet i ar 1748 af matematikeren Leonhard Euler,

hvilket forklarer formlens navn; Eulers formel:

4.1) el? = cos(0) + i - sin(@)

Her er e som s@&dvanlig grundtallet for den naturlige logaritme, i er naturligvis den imaginare

enhed og 6 € R.

Den komplekse eksponentialfunktion

Den komplekse eksponentialfunktion defineres vha. Eulers formel. Eulers formel er egentlig en
udvidelse af den normale eksponentialfunktion. Udvidelsen gar pa, at eksponentialfunktionen
normalt kun er defineret for reelle tal i eksponenten, men her omfatter definitionen imaginzare tal.
Formlen er ikke i modstrid med de regneregler vi kender, hvilket letter arbejdet en hel del — i
modsatning til, hvis vi skulle til at leere nogle helt nye og anderledes regneregler for imaginare tal 1
eksponenten. Vi vil nu tage nogle udvalgte potensregneregler for de reelle tal, og vise, at de ogsa

galder for imaginere tal som eksponent.

For den reelle eksponentialfunktion galder folgende potensregneregel, hvilken vi undlader at bevise

her (beviset kan findes 1 henvisningen i slutnoten™):

4.2) eM-e" =™ ImeRnER

Vi vil bevise, at denne potensregneregel ogsa geelder for komplekse tal, sa:

4.3) el01. g0z = o0(01%02) |y g e R

Til beviset bruges igen de fgromtalte additionsformler, a + b.
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Bevis for, at potensregneregel (4.2) ogsa geelder for imagineere eksponentialfunktioner:

Af (4.1) har vi:
el01.e%2 = (cos(0,) +i-sin(8;)) - (cos(6,) + i - sin(6,))
(cos(6,) - cos(6,) — sin(B,) -sin(B,)) + i - (sin(6,) - cos(6,) + cos(6,) - sin(6,))
= cos(0; + 60,) +i-sin(6; + 0,)
— pi(61+62)
Vi ser af beviset, at resultatet stemmer overens med regneregel (4.2).

Q.E.D.

For at veere mere sikre pa, at det ikke bare er et tilfeelde, at regneregel (4.2) gaelder for den
imaginare eksponentialfunktion, vil vi tage endnu et eksempel. Vi vil prgve at differentiere hver
side af (4.1) — dvs. e¥® = cos(#) + i - sin(6). Igen bruges de differentiationsregler, som vi kender

fra reelle tal.

Bevis for, at differentiation af imaginere eksponentialfunktioner kan udfgres pa sedvanlig vis:

. i 0\ _ ;. 0 _ ;. e
VS: de(e )—L e'? =i-cos(@) — sin(H)

HS %(cos(@) +i-sin(@)) = —sin(@) + i - cos()

Da bade venstre og hgjre side er lig — sin(8) + i - cos(6), nar de differentieres, kan vi slutte, at

differentiation af imaginare eksponentialfunktioner foregar pa almindelig vis.

Q.E.D.

Det kan umiddelbart virke underligt, at definition (4.1) er smart at indfgre, men dette bliver tydeligt,
nar vi senere skal til at se pa vekselstrgm og det dertil udfgrte forsgg med kapacitoren, spolen og

delefilteret.
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Sammenhgng ml. den komplekse eksponentialfunktion og trigonometriske funktioner
Eulers formel er s@rdeles betydelig, da den bygger bro mellem den komplekse eksponentialfunktion

og de trigonometriske funktioner, sinus og cosinus. Det ses, at ud fra Eulers formel (4.1) kan cos(x)

og sin(x) udtrykkes:
i-6 —i-0
(4.4) cos(6) = =2 16 € R
i60_,—
4.5) sing = =2 |6 € R

Vi vil i det fglgende bevise, at (4.4) og (4.5) galder.
Fgrst minder vi lige om, at i trigonometrien gelder:
c. cos(—0) = cos(0)
d. sin(—@) = —sin(0)

c. + d. anvendes 1 beviset herunder 1 anden linje af beviset.

Bevis for, at cosinusformlen (4.4) geelder (pa baggrund af Eulers formel (4.1)):

I Eulers formel indsatter vi —6 pa alle 8°s pladser:

e % = cos(—0) + i - sin(—0)
= cos(0) — i -sin(6)

Eulers formel med 6: el? = cos(0) + i - sin(@)

Euler formel med —8: e "% = cos(0) — i sin()
Vi legger de "to varianter” af Eulers formel sammen og isolerer cos(x):

e"? + e~ = cos(6) + i - sin(8) + cos(8) — i - sin(9) =
et 4 gt
cos(8) = —

Q.E.D.
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Beviset for sinusformlen (4.5) foregar pa samme vis, men i stedet for at laegge “’de to varianter” af

Eulers formel sammen, traekker vi dem blot fra hinanden og isolerer sin(6).

Eulers formel for sinus og cosinus bliver serligt anvendelige, nar man skal reducere udtryk pa
formen f(8) = cos"(a - 0) -sin™(B-6) | n,m € NA @, € R. Her indsztter man blot i formlen
og finder et reduceret udtryk. Dette kan specielt vaere smart, hvis man skal integrere et kompliceret
udtryk — ved at omskrive det vha. (4.4) og (4.5) far man et udtryk pa formen

£(8) = Yxay - cos(by - 0) + ¢y - sin(dy, - 6), hvilket er meget nemmere at integrere™".

Vi har saledes lert, hvordan man kan omskrive noget med cosinus eller sinus til noget en

eksponentialfunktion vha. komplekse tal samt Eulers formel.

Vi vil nu se pa, hvordan Eulers formel kan bruges til at omskrive et komplekst tal fra modulus-
argumentform til et tal med rektangulere koordinater. Vi indfgrte tidligere Eulers formel som

et% = cos(6) + i - sin(@). Dette giver anledning til et komplekst tal med modulus r = 1, da tallet
her kommer til at ligge pa enhedscirklen. For et komplekst tal med modulus forskellig fra 1 gaelder

derfor:

(4.6) z2=1y = |z| e"8® = 1.0 = 1. (cos(0) + i - sin(h))
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5. Losning af ligninger

Teorien om de reelle tal har lart os, at ikke alle ligninger har en lgsning. Nar vi lgser en
andengradsligning fortaller diskriminanten os, hvor mange Igsninger en given ligning har — den kan
have én eller to, men ogsa nul lgsninger. Den simple ligning x? = 9 har lgsningerne x = 3 og x = -3.
Derimod har ligningen x? = —9 ingen lgsning, da man inden for reelle tal ikke kan tage
kvadratroden af et negativt tal — eller sagt med andre ord: den findes ingen reelle tal, der oplgftet til
anden potens giver -9. Ved at regne med komplekse tal, far ligningen x? = —9 pludselig hele to

lgsninger. Altsa en anderledes (og ’ny”) tankegang, som fgrer til helt andre sider af matematikken.

Nedenstaende to udregninger viser, hvad lgsningerne til hhv. z2 = 9 og z2 = —9 er, regnet med
komplekse tal. Den fgrste udregning skal naturligvis give samme resultat, som da vi regnede med

reelle tal, for det er jo stadig samme regnestykke. Den anden udregning er derimod mere

interessant:
ZZ=9 Z2=—9
z2—9=0 z24+9=0
(z=3)-(z+3)=0 (z=3-)(z+3-0)=0
z=3 AN z=-3 z=3"i N z=-3"1i

Nar man regner med komplekse tal, har ligningen af formen z™ = b, hvor b er et vilkarligt reelt tal,
altid n Igsninger — dog med undtagelsen for b = 0; ligningen har, ligesom i det reelle tilfelde, kun

én lgsning, nemlig z = 0.

Den binome ligning

Vi vil nu se pa en lidt anderledes ligning — nemlig z" = a, hvor bdde z og a er vilkarlige komplekse
tal (forskellige fra 0). Vi vil behandle ligningen i det generelle tilfelde, hvor eksponenten, n,
tilhgrer de naturlige tal. Denne slags ligning kaldes en binom ligning (toleddet ligning):

(5.1) z"=a|neENAzaeC e (z1+iz)"=a,+i"a,
Tallene z og a skrevet pa modulus-argumentform er:

z =2z = |z|-(cos(0) +i-sin(@)) og a = |al, = |a|-(cos(v) +i-sin(v))
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Vha. de Moivres formel (3.10) kan vi omskrive z" = a til:

|z|™ - (cos(n-6) +i-sin(n-0)) = |al|-(cos(v) +i-sin(v))

Vi bestemmer fgrst modulus for tallet z i det vi ved, at modulus skal vaere ens pa begge sider af

lighedstegnet — nemlig leengden af a, |al:

(5.2) |z|" = la|l < |z| = Vlal

Bemark, at det numeriske tegn betyder, at vi kun sgger den positive lgsning — ogsa i tilfeeldet n = 2,

hvor vi normalt bade har en positiv og en negativ lgsning.

Pa tilsvarende made kan vi finde argumentet til z — vi forlanger, at “retningsvektoren” skal have

samme vinkel pa begge sider af lighedstegnet:
(5.3) cos(n-60) =cos(v) A sin(n-0) =sin(v) =0 = %er en lgsning til ligningen.

Det ses, at denne lgsning sikrer, at bade cosinusleddet og sinusleddet giver samme verdi.

Altsd har vi nu bestemt én Igsning til den binome ligning z" = a, nemlig z = /|a/v.

n

Det viser sig, at den binome ligning har n lgsninger, hvilket vi nu vil gennemga for eksemplet n = 3:
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Et eksempel pd lpsning en tredjegradsligning: z3 = 8zn:
4

Vi finder den fgrste 1gsning (z¢4) Vha. ovenstaende teori (5.2) og (5.3):

For tallet @ = 83x har vi modulus |a| = 8 og argumentet arg(a) = v = %ﬂ
4

Modulus (5.2) af z, |z]:  |z]? =|a| =8 & |z| = {/]al = ¥/|8] = 2

3
Argument (5.3) til Z¢grsee, arg(z): arg(z) = g = (‘;_) = %

Farste lgsning = zgypg1p = 21,
4

For at finde anden 1gsning (Z,ngen) af tredjegradsligningen bemeaerkes at 83z ogsa kan skrives
4

som 8-sz, da man bare trekker 2m fra 1 argumentet og derfor ender med samme komplekse tal.

4

Nu bruges samme metode som ovenfor igen til at finde lgsningen:

Modulus forbliver samme veardi, nemlig 2.

=51
Argument til Zangen, arg(z): arg(z) = g = Q — 57

3 12

Anden Igsning: Z,pgen = 2-57.
12

For at finde den tredje lgsning (Zy.qic) l2gges 2 til %ﬂ 1 stedet for at treekke det fra. Dvs. 7vi

. . . 3 1m .
tager en runde mere” rundt om origo. Vi har da vinklen 2w + Tn = Tn. Vi bruger atter

ovenstaende metode til at finde tredje 1gsning:

Modulus forbliver samme verdi, nemlig 2.

11
Argument til Zegje, arg(z): arg(z) = g = @ _ urm

3 12

Tredje lgsning: Zypeqje = 2117
12

Vi har altsd nu tre lgsninger til ligningen z3 = 8sx:
4

Zz=2nV z=2-5zV Z=211n
4 12 12

Bemerk, at alle lgsningerne ligger i intervallet [—7; 7t[.
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FORTSAT... Et eksempel pd lpsning en tredjegradsligning: z3 = 8sn:
4

Nedenstaende illustration viser de tre lgsninger til tredjegradsligningen, som jo har 3 lgsninger
(n=3). Det grgnne linjestykke illustrerer tallet z3. Dette tal har modulus fire gange s lang som
en af lgsningerne. De tre lilla linjestykker symboliserer de tre lgsninger. Alle de tre Igsninger

har den “egenskab”, at nar man multiplicerer deres argument med 3, far man et argument

svarende til det grgnne linjestykkes — nemlig %n +n-2n, =-1,01.
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BEE 9IRS RREERREDRER
EEReE - CEERESREREEEE
T Ger & BATREEE
3_g. EEETEERS
2 =8 EmmeEsE
| e ‘i) | | |
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I den tredje lgsning lagde vi 2m til de S%T, som er argument for a — man kan jo undre sig over,

hvorfor vi ikke i stedet trak 41 fra. Det viser sig, at hvis man leegger n - 27, far man de samme
lgsninger hhv. udenfor og indenfor intervallet [—; [ (hovedargumentet) afhengigt af, hvad n er.

Vi har valgt de lgsninger indenfor intervallet, og derfor er der netop n lgsninger.

Beviset for, at den binome ligning har n Igsninger kan findes i henvisningen i slutnoten™"
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6. Komplekse tal og vekselstrem

Komplekse tal er meget udbredt til beskrivelse af mange fysiske fenomener — vi har i opgaven
valgt at fokusere pa, hvordan komplekse tal kan bruges til at forenkle beregninger pa vekselstrgm. I
denne fysiske del vil vi desuden gennemga et udfgrt forsgg med en spole, en kapacitor samt et

delefilter. Fgr vi gar til forsgget, ser vi pa, hvad vekselstrgm er, og hvorfor komplekse tal er smarte.

Vekselstrgm

Vekselstrgm (AC — Alternating Current) er kort sagt elektrisk strgm, der periodisk veksler i styrke
samt polaritet, fordi elektronerne i ledningen bevaeges frem og tilbage — i mods@tning til j&vnstrgm
(DC), hvor elektronerne jo kun bevager sig i én bestemt retning. For ikke at skabe forvirring,
bruges i fysikken traditionelt bogstavet j for den imaginare enhed samt / for strgmstyrken — vi vil

her benytte os af samme notation. Derudover optreder der i den komplekse model komplekse

spandinger, strgmme, og impedanser (vekselstrgmsmodstande), som vi betegner hhv. U, 1, og Zxv.

Kompleks vekselspzendingsforskel, U
Vekselstrgm kan grafisk beskrives vha. en sinuskurve i et komplekst plan, i

hvor vi indlegger hhv. en realakse, U (x-aksen) samt en imaginer akse (y-

(em]

aksen). En hel cirkelrotation af et linjestykke omkring origo, svarer til en hel
periode (pa 2m) pa sinuskurven. Laengden af linjestykket svarer til

wlt

amplitudevardien pa sinuskurven. Ved at beskrive sinuskurven vha.

komplekse tal, far vi modulus som leengden af linjestykket samt argumentet i

Fig. 2: Viser hhv. Re- og
Im-aksen med modulus og
tilhgrende argument, som
svinger venstre om med
tiden.

som vinklen (2rf - t = wt) mellem realaksen og retningsvektoren for det
komplekse tal (se figur 2*"). Ved at fastlegge ovenstiende, beskrives den

komplekse vekselspending som:

(6.1) U = Unais - (cos(wt + @y) + j - sin(wt + @y)) = Upgys - €/ @100

Sidste led af ovenstiaende er omskrevet vha. Eulers formel (4.1).

Her er: U4k € R = amplituden af sinuskurven; sp&ndingens maksimalvardi (spidsverdi),

w = 2nf = vinkelfrekvensen (hvor f = antal svingninger pr. sekund), t = tiden og ¢, =
indkoblingsvinklen, som har betydning for, hvor sinuskurven skearer realaksen (og hvor linjestykket

starter sin svingning).
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Vekselspandingen kan beskrives som en sinuskurve kun vha. reelle tal (virkelig sp@nding) som:

(6.2) U = Re(0) = U,pgxs - cos(wt + @)

U-vzardien kan afleses pa realaksen ved at projicere U ned (eller op) pa aksen til et hvert tidspunkt.

A

Kompleks strgmstyrke, I
P4 samme méde som vi har kompleks spazndingsforskel, U, har vi ogsa kompleks strgmstyrke, 1. Da

vi ikke er sikre pa, at stremmen og spendingen svinger i samme fase, har vi ikke ¢, men ¢;:

(6.3) T=1 s - (cos(wt + @) + - sin(wt + @) = Ly - € @EHED

Den virkelige strgmstyrke kan vha. reelle tal beskrives som:

(6.4) I = Re(f) = Lnaks - cos(wt + @;)

Kompleks impedans, Z

En vekselstrgmsmodstand kaldes kompleks impedans, og betegnes med Z. Ved at definere
impedansen som vist nedenfor, opnar vi, at Ohms lov galder for impedans savel som for
jevnstrgmsmodstand (resistans). Dette medfgrer, at ligesom resistans er forholdet mellem
spendingsforskellen og strgmstyrken, er impedans forholdet mellem kompleks spa&ndingsforskel og

kompleks strgmstyrke:

—|

(6.5) VA

Den impedans man observerer i et elektrisk vekselstrgmskredslgb (virkelig impedans), er givet ved

modulus af den komplekse impedans:

Umaks'ej(wH-q)U)

: _ Umaks | |e]'(pz| — Umaks
Imaks-ej(wt+(pl)

(6.6) z=12|=1| =

Imaks Imaks
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Nu har vi for bade vekselspanding, strgmstyrke og impedans opskrevet to udtryk for hver; nemlig
et komplekst og et reelt udtryk. Grunden til, at vi indfgrer de komplekse udtryk er, at de viser sig at
vare meget nemmere at regne pa, men det vi egentlig er interesserede i, er det reelle (virkelige)

resultat.
Nar en resistor tilsluttes et vekselstrgmskredslgb, er der ingen faseforskydning mellem strgmmen og

spaendingen over den. Derfor er faseforskydningen 0, og den reelle (virkelige) impedans samt den

komplekse impedans har altsi den samme veerdi. Vi betegner denne veerdi R*":
(6.7) Z=R-e/°=R

I det fglgende vil vi se pa to andre komponenter (en spole og en kapacitor), som begge forgver en

impedans 1 et vekselstrgmskredslgb.

Kapacitor

| Kapacitoren har i elektriske kredslgb symbolet til venstre. Sendes der vekselstrgm gennem

Xvii

[ komponenten bliver den skiftevis op- og afladet (i mods@tning til ved DC)™"".
Vi patrykker en kapacitor fglgende komplekse spaending med indkoblingsvinklen 0:
(6.8) U= Unmaks ° e/ (@t+0) = Unaks * el et

Den mangde ladning, der er pa de to parallelle plader i kapacitoren, er proportional med den

komplekse spending, U

(0.9)  Grapacitor = C - 0

C er en proportionalitetsfaktor, kaldet kapacitans, og males i % (Farad, F (= ( n-le)))'

Da strgmstyrke pr. definition er ladningsa@ndring pr. tid, har vi da, at strgmmen er

differentialkvotienten af ovenstaende ladningsudtryk:
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(6.10) [=Cjw-U=Cj-2rnf-0

Da I er ligefrem proportional med frekvensen kan vi se, at nér frekvensen stiger, stiger strgmstyrken

ogsa. Hvis frekvensen er 0, vil der ingen strgm lgbe i kredslgbet.

Derudover kan vi ogsa fra ovenstaende udtryk se, at spendingen over kapacitoren er faseforskudt

med en vinkel pa g i forhold til strgmstyrken. Det er jo nemlig sadan, at nar man multiplicerer et

komplekst tal med den imaginare enhed j, bliver argumentet for det komplekse tal g stgrre. U er

altsa en kvart periode efter 1. Faseforskydningen kan ogsé ses pa en anden made:
T = Cja) . ﬁ = Cja) . Umaks . ej(l)t — C . e](;) W Umaks . ej(l)t — CwUmaks . ej((ut+5).

T

I ovenstaende er benyttet, at e’ (5) = cos (g) +j - sin G) =0+j-1=7.

. Vs
Vi ser, at for I er argumentet e’ (wt+3) og modulus er CwU,,qxs = Imars- Vi ved da, at:

(6.11) Tkapacitor = Imaks - ej(wt+;)

Tilsluttes kapacitoren en AC-kilde, vil den udgve en impedans, som afh@nger af frekvensen og

kapacitansen. Vi udregner den komplekse impedans for en kapacitor i kredslgbet:

g _ 0 _ 1 _ .1
17 cjenrf0  (Cj2rf) J (C-27f)

(6.12) Zkapacitor =

Vi beregner den reelle impedans ved at finde modulus af Z kapacitor-

1 | 1

(6-13) Zkapacitor = |Zkapacitorl = |_] ' (c-2mf) - 2 f-C)

Vi ser en omvendt proportionalitet mellem impedans og frekvens, hvilket ma betyde, at jo stgrre

frekvens, des mindre impedans. Det ses ogsa af ligningen, at hvis vekselstrgmmen har lav frekvens,
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vil impedansen blive stor, og der vil n@sten ikke lgbe nogen strgm igennem kapacitoren (ifglge

Ohms lov). Vi ser neermere pa ovenstaende sammenhange i forsggene senere.

Spole (induktor)
—rgree—. Spolen har i et kredslgb symbolet som vist til venstre.
Vi patrykker en ideelspole i et vekselstrgmskredslgb fglgende vekselspanding:

(6.14) ﬁpitrykt = Unarks e/t

Inde i selve spolen dannes en modspanding, nar der sendes strgm gennem komponenten. Der

gxlder fglgende sammenh@ng mellem strgmmen og modsp&ndingen:

N d =
(6.15) Umodspaending =—L- at )

L er en konstant, nemlig spolens selvinduktion, L, som ath@nger af hvordan spolen er udformet.

Den samlede spa@ndingsforskel bliver summen af den patrykte spending og modspandingen:
~ N ~ . . d .«
(6.16) U=R-I= Upétrykt - Umodspaending = YUmaks el —L- E(I)

I tilfeldet, hvor resistansen er 0, har vi altsd U, s - €/“t — L - % (T) = 0, og vi kan derfor opstille

. e d (s et .
differentialligningen: = (I) = U’”“+e Denne har lgsningen:
6.17) f = Umakse)_ Dparryie

) jwL jwL

Vi kan se af ligningen, at spe&ndingen er g foran strgmmen, da U bliver divideret med j (og vi ved,

at nar man dividerer med et komplekst tal, trekker man argumenterne fra hinanden — her trekkes g

altsa fra).

Ved at isolere jwL i ovenstaende ligning, finder man impedansen:
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U .
(6.18) Zspole = T joL
Den reelle (virkelige) impedans findes ved modulus (numerisk vardi) af ovenstaende:

(6.19) Zspote = ljwlL| = oL = 21f - L

Da impedans males i (), og frekvens i Hz, ser vi, at L males i % (H = Henry). Da der er ligefrem

proportionalitet mellem spolens impedans og frekvensen, galder, at jo stgrre frekvens, des stgrre
impedans. Det ses af ligningen, at hvis vekselstremmen har hgj frekvens, vil impedansen blive stor,

og der vil n&esten ikke lgbe nogen strgm igennem spolen (ifglge Ohms lov).

Spolen har altsa en modsat afhengighed af frekvensen sammenlignet med kapacitoren.

Delefilter

I tovejshgjtalersystemer sidder et delefilter, som har til formal at filtrere lydsignalerne, sa kun de
lyse toner (med hgj frekvens) gar gennem diskanthgjtaleren, mens kun de dybe toner (med lav
frekvens) kommer i bashgjtaleren. Et delefilter bestar af en spole samt en kapacitor i
parallelforbindelse. Ved at sende vekselstrgm gennem et kredslgb med et delefilter, vil strgmmen
fordele sig som beskrevet ovenfor, hvor hgjfrekvensstrgmmen lgber gennem kapacitoren
(hgjpasfilter), mens lavfrekvensstrgmmen lgber gennem spolen (lavpasfilter). Nar impedansen i hhv.
kapacitoren og spolen er lige store, vil der Igbe lige meget strgm gennem begge komponenter.

Denne frekvens kaldes delefilterets overgangsfrekvens, og der ma gelde fglgende:

1

(6.20) Zspote = Zrapacitor = 2T f-L= mf-C)

Overgangsfrekvensen, f,o, kan nu beregnes ved at isolere f i ligningen ovenfor:

1

2 1 1
27 fovg * L = @ TorgC) (fovg)” = @) & fove = \ (@2 10)

1

(6.21) fovg = 2mCL
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7. Vekselstrgmsforsog

Vi gennemgar i det fglgende tre forskellige vekselstrgmskredslgb; i de to forste (med hhv. en spole
og en kapacitor) vil vi undersgge komponenternes impedans ift. frekvensen. I det tredje forsgg vil vi
kombinere de to komponenter til et sakaldt delefilter, og dermed undersgge, hvordan det virker.

I forsggsopstillingerne er de forskellige komponenter betegnet som hhv. spole (L) ™ , kapacitor

© #, resistor (R) — almindelig dekademodstand p o jordforbindelse T , 0g en tonegenerator

(vekselstrgmsgenerator) _@

Ya og Yg betegner de to polforbindelser til hhv. A- og B- pladerne pa et dobbeltstrdaleoscilloskop,
som viser spendingen som funktion af tiden (de er under forsggene indstillet pa samme fglsomhed

(V/cm) og samme time-base (ms/cm)).

Opstilling 1: forsgg med en spole
Vi opstillede kredslgbet som ses pa figur 4. Vi brugte en almindelig

dekademodstand som resistor (R). o 0
Ved gradvist at variere frekvensen pa tonegeneratoren, sa vi effekten pa ! |

de to spandingskurver af hhv. resistoren (Y 4) og spolen (Yg) pa

dobbeltstrale-oscilloskopet. Ved at justere resistoren “rettede” vi

%

kurverne, sa de fik pracis samme amplitude — pa den made bliver bade
spending samt strgmstyrke ens for spolen og resistoren. Derved fandt
vi let impedansen over spolen; den afleses pa dekademodstanden. e 3 Opstiling fmed spole (1)
Databehandling 1

Se bilag 2.

For ca. 10 forskellige frekvenser (med et interval pa ca. 500 Hz) indstillede vi dekademodstande,
saledes, at signalerne havde samme amplitude pa oscilloskopet. For hver af disse malinger noterede
vi sammenhgrende impedans og frekvens over spolen, og vi kunne udfgre linear regression. Vi sa
en direkte proportionalitet mellem frekvens og impedans over spolen, hvilket jo stemmer godt
overens med teorien. Funktionsforskriften til grafen fundet ved linear regression er t(x) =

0,0093 - x + 0,27, hvor t(x) er impedans og x er omega. Egentlig skulle b-verdien vare 0, da der
ingen impedans er, nar frekvensen er 0. Forsggsusikkerheden er s lille, at vi tillader os at se bort

fra de 0,27. Spolens selvinduktans ses som h&ldningen pa grafen L = 0,0093 H = 9,3 mH.
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Opstilling 2: forsgg med en kapacitor

Forsggsopstilling 2 var pracis som opstilling 1 — dog med en Ve T ¥
o]
kapacitor 1 stedet for en spole. I
Databehandling 2 R
&

Se bilag 3.

. . 1 . .
Vi ved fra teorien, at Zygpacitor = — Dette kan omskrives til

(~O)
1 1 \-/"
= w - C. Ved at have ——— som y-variabel og w som

7 ] .
kapacitor kapacitor Fig. 4: Opstilling 2 med

x-variabel kan vi fa en ret linje, hvor kapacitansen, C, afleeses som kapacitor (C)
heldningskoefficienten. Vi finder € = 32uF og en god forklaringsgrad. Ved dernast at lave
potensregression over dataene for sammenhgrende impedans og frekvens, fandt vi ogsa en god
forklaringsgrad, og en omvendt proportionalitet mellem impedans og frekvens — ligesom teorien

siger i (6.13).

Opstilling 3: forsgg med et delefilter

Se bilag 3. I det sidste forsgg provede vi at se, hvad
der skete, nar man kombinerede en spole samt en
kapacitor i parallelforbindelse til et delefilter (vi
brugte et ferdigt delefilter, som ses i stiplet firkant).
R, og Ry, begge pa 8Q, svarer til de modstande i

hgjtalere, som filteret er beregnet til.

Ved at tilslutte Y og Y til

dobbeltstraleoscilloskopet og indstille en frekvens pa

Fig. 5: Opstilling 3 med delefilter

tonegeneratoren, sa vi de to sinuskurver for hhv. spolen

(R,) og kapacitoren (Rp) 1 samme display.

Databehandling 3

Ved langt de fleste frekvenser var den ene kurves amplitude hgjere end den anden (spendingen
over den ene resistor var altsa stgrre end den andens, og der Igb ikke lige meget strgm gennem
begge resistorer). Ved at justere pa frekvensen pa tonegeneratoren sa vi, at jo lavere frekvens, des
hgjere spending over spolen (R,), mens spendingen sa faldt over kapacitoren (Rp). Ved at prgve os

lidt frem, fandt vi en frekvensveardi, hvor de to sinuskurveamplituder blev lige hgje — der 1gb altsa
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her lige meget strgm gennem de to komponenter. Frekvensvardien var her 2079 Hz = 2,1 kHz, og

kaldes overgangsfrekvensen.

Vi kan ogsa beregne os frem til overgangsfrekvensen ved at bruge formel (6.21). Pa de to
komponenterne star hhv., at L = 0,5 mH og C = 8uF - vi indsatter i formlen:

1 B 1
VC-L-2m 10-%-8F -5-103H -2m

fovg = =25kHz

Vi udregner afvigelsen mellem den ovenstaende beregnede overgangsfrekvens og frekvensen, vi sa

(2,5 kHz—2,1kHZz)

25 Kz 100 % =~ 16 %

da de to kurver havde samme amplitudevardi:

Der er altsa en vis afvigelse pa 16 %, men dette skyldes bl.a., at det er svert med det blotte gje at
afggre pracis, hvornar de to sinuskurver er pracis lige hgje.

Udover de to ovenstaende mader til at komme frem til overgangsfrekvensen, kan vi se pa, hvornar
de to kurver (se bilag 3), der er lavet ved regression, skerer hinanden. Ved ska@ringspunktet er
overgangsfrekvensen naet, da impedansen her er ngjagtig lige stor i de to komponenter. Vi ser, at

denne overgangsfrekvens er 2062 Hz =~ 2,1 kHz, hvilket igen er rimeligt.
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8. Konklusion

Vi har nu indfgrt de komplekse tal, C, og lert, hvordan man kan opskrive dem pa flere forskellige
mader. Et komplekst tal er kort sagt et tal, som kan afbilledes i et todimensionalt koordinatsystem,
og hvor tallet indeholder en realdel samt en imaginardel. Imaginardelen indeholder den imagincere

2 = —1. Vi har erfaret, at de normale regneregler ogsi

enhed i, og specielt ved dette tal er, at: i
galder for komplekse tal, hvilket ggr regning med komplekse tal en hel del enklere.

Dertil har vi set, hvordan komplekse tal kan multipliceres — dels ved geometrisk konstruktion, dels
ved at multiplicere modulus og addere argumentet for tallet. Vi har behandlet den binome ligning
z" = a|a, z € C, som giver anledning til n lgsninger, og introduceret Eulers formel, som kan
bruges til at konvertere sinus og cosinus funktioner til komplekse eksponentialfunktioner — og

omvendt.

Vi har i forbindelse med de komplekse tal set pa, hvordan tallene kan bruges til nemt at beskrive
vekselstrgmmens sinuskurve samt faseforskydning mellem strgm og sp&nding 1 hhv. en kapacitor
og en spole. Vi har stiftet bekendtskab med kompleks og reel hhv. spa&nding, strgmstyrke og

impedans (vekselstrgmsmodstand) i to komponenter; nemlig en spole samt en kapacitor.

Vi har i forbindelse med vekselstrgm udfgrt tre forsgg med hhv. en spole 1 serieforbindelse med en
resistor, sa en kapacitor i serieforbindelse med en resistor og til sidst en spole og en kapacitor i
parallelforbindelse (og hver i serie med en modstand) — et delefilter. Ved at male samhgrende
verdier for frekvens og impedans over komponenterne, samt gennemga teorien bag, fandt vi, at en
spole fungerer som en bashgjtaler i et delefilter (da den tillader strgm med lav frekvens at
gennemlgbe), mens en kapacitor fungerer som en diskanthgjtaler (da den tillader strgm med hgj
frekvens at gennemlgbe). I forsgget med delefilteret fandt vi desuden overgangsfrekvensen mellem
spolen og kapacitoren i delefilteret til 2,1 kHz, mens vi ved beregning pa de malte komponentdata
fandt 2,5 kHz. Ved denne frekvens vil impedansen over de to komponenter altsa vere ens, og der

vil 1gbe lige meget strgm gennem spolen og kapacitoren.

Opgavens omfang svarer til ca. 20 normalsider.
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Bilag

1. bilag: Den komplekse talplan

4 1 Imaginwraksen
[ ] [ ]
—2+5-3 ( 4 3)
1=
7=(0,1)
) . _ Re'frfm{‘.mf_
6.19 (-3.0) 1 447 0=4 6
[ ]
—f
[ ]
3—r 2
[ ]
(-1-3)
-4.7
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2. bilag: Forsgg 1; forsgg med en spole
Nedenstaende data viser sammenhangen mellem frekvensen og impedansen over en spole.
Det ses til hgjre i skemaet, at line@r regression mellem omega (2nf) og impedans, giver en rigtig
god forklaringsgrad pa 1> = 0,99975. Den linewre regression giver os en haldning pa 0,00926.
Spolens selvinduktans er altsa L. = 0,00926 H = 9,3 mH.

frekvens .impedans .Dmega B E E ]
=round(2*n*frekvens) =LinRegM_
500 30 3141.59 Titel Linezer r...
1000 60 6283.19 RegEqn m*x+b
1500 86 9424.78 m €0.0092567>
2000 116 12566.4 b 0.266667
2500 146 15708. r?
3000 175 18849.6 r 0.999874
3500 202 21991.1 Resid  {0.65454..
4000 231 25132.7
4500 264 28274.3 B
5000 292 31415.9 B

Nedenstaende graf viser ssmmenh@ngen mellem omega (Hz) og impedans (Q2). Der ses en tydelig

ligefrem proportionalitet mellem de to variable. Spolens selvinduktans ses som haldningen.

Q

300+
260+

220

impedans

140

¥ = 0.009256- r+0.266667
1004

20+

2000 6000 10000 14000 18000 - 22000 26000 30000 Hgz 340
omega 2muf
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3. bilag: Forsgg 2; forsgg med en kapacitor
Ved at udfgre linear regression af W som en funktion af omega (2xf), kan vi udfgre lineer

regression med en forklaringsgrad 72 = 0,9993. Hazldningen, som findes ved regression er

kapacitorens kapacitans, C.

..frekvens l impedans . en_div_imped I omega l . l r
=round(1/impedans) =round(2*mt*frekvens) =LinRegM

I 200 23 0.043478 1256.64 Titel Linezer r...

2] 400 12 0.083333 2513.27 RegEqn m*x+b

[ | 600 8 0.125 3769.91 m €0.000032>

. 800 6 0.166667 5026.55 b 0.002319

. 1000 5 0.2 6283.19 r? ( 0.99831 _)

- 1200 4 0.25 7539.82 r 0.999154

& Resid  {4.65838..

=]

Vi afbilleder W som funktion af omega og far en flot ret linje. Vi ser den konstante

kapacitans som haldingen pa grafen: 0,000032 ﬁ =0,000032 (Q-Hz)"1 = 0,000032 F.

Kapacitorens kapacitans er altsa C = 32uF.

Q_

0.204 (@]

ped

y=0.000032- x+0.002319

=
=)}
1

en_div_im

0.124

0.08+

0.04+

T T T T T T T T T T T T T
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500 H
omega 2nf Z
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Ved i stedet at afbillede impedans som funktion af frekvensen, kan vi se en hyperbel omvendt
proportionalitet mellem impedansen og frekvensen for kapacitoren. Dette stemmer godt overens

med teorien.

Ohm
24+
20
161 ) = 3040.9.  0-969207
w0
[=
©
e
8
E
12+
8_
4
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 HZ
frekvens

Pa dobbeltstraleoscilloskopet nedenfor ser vi speendingskurven for hhv. kapacitoren og resistoren.
Vi ser faseforskydningen pa en kvart svingning mellem bglgerne. Vi ved fra teorien, at kapacitorens

spaending er g efter strammen, mens der ingen faseforskydning er for resistoren. Dette stemmer.

IMPO 15 MHz OSCILLOSCOPE TYPE OC 215
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4. bilag: Forsgg 3; forsgg med et delefilter

DELEFILTER

Kapacitor

Ovenstaende to billeder viser forsggsopstillingen, hvor spolen og kapacitoren sidder i
parallelforbindelse, og sammen udggr et delefilter.
Nedenstaende to kurver viser delefilterets to komponenter, hvor skeringen af de to grafer er

overgangsfrekvensen mellem spolen og kapacitoren — her er deres impedans lige stor.

Impedans
Ohm

Kapacitor

Overgangsfrekvens:
2062 Hz

Frekvens
Hz
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Billedet herunder viser, at overgangsfrekvensen ikke er naet, fordi de to sinusbglger ikke har samme
amplitude. Det ses ogsa, at frekvensen er meget mindre end de 2,1 kHz (overgangsfrekvensen),
hvor der jo lgber lige meget strgm gennem komponenterne. Frekvensen kan afleses pa
tonegeneratoren til venstre i billedet til knap 300 Hz. Vi ved fra teorien, at ved en lille frekvens, er

impedansen af spolen lille, og der vil Igbe mest strgm igennem den — altsa symboliserer den

nederste kurve spolen.
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